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Resumo
O objetivo deste trabalho e´ analisar, por meio de predic¸o˜es nume´ricas, a gerac¸a˜o de ru´ıdo tonal e de
banda larga devido ao movimento vibrato´rio de um pista˜o unidimensional, o que envolve a dispersa˜o de
freque^ncia ao longo de todo o espectro de freque^ncia. Para isso, as principais fontes geradoras de ru´ıdo e
os diferentes regimes de escoamento em func¸a˜o do nu´mero de Mach foram discutidos. Com os resultados
obtidos para o caso do pista˜o vibrato´rio, sera´ poss´ıvel entender melhor feno^menos mais complexos,
como e´ o caso do ru´ıdo em turbofans. Destaca-se ainda as definic¸o˜es dos tipos de ru´ıdo e as explicac¸o˜es
cla´ssicas acerca de suas origens em turbofans, o que envolve conceitos de onda de choque e flutuac¸o˜es
na˜o perio´dicas do campo de pressa˜o por conta do momento angular do escoamento. As equac¸o˜es
compress´ıveis de Euler sa˜o numericamente resolvidas por meio da metodologia de discretizac¸a˜o de
volumes finitos atrave´s do co´digo nume´rico VAT (Virtual Aeroacoustic Tunnel).
Palavras-chaves: Predic¸a˜o nume´rica, Aeroacu´stica, Dispersa˜o de freque^ncia
Abstract
The objective of this work is to analyse through numeric predictions the tonal and broadband noise
due to the vibrational movement of an unidimensional piston, what involves the frequency dispersion
along the frequency spectrum. To do that, the main noise generator fonts and the different stream
regimes related to the Mach number were discussed. With the unidimensional piston results, it will be
possible to better understand complex phenomena, like the noise generated by turbofans. Note also
the definitions about the kinds of noise and their classic explanations about their origin in turbofans,
which are related to the concepts of shock wave and nonperiodic fluctuations of the pressure field
thanks to the angular momentum of the flow. The compressible Euler equations are numerically
solved through the finite volume discretization methodology with the numerical code VAT (Virtual
Aeroacoustic Tunnel).
Key-words: Numeric prediction, Aeroacoustic, Frequency dispersion
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𝜆 Comprimento de onda
𝜔 Velocidade angular
Grupos adimensionais
𝑅𝑒 Nu´mero de Reynolds
𝑀 Nu´mero de Mach
𝑃𝑟 Nu´mero de Prandtl
Sobrescrito
𝑛 Intervalo de tempo
𝑏 Volume de fronteira imersa
* Propriedade dimensional
Subescrito
𝑇 Transformac¸a˜o isote´rmica
𝑆 Transformac¸a˜o isentro´pica
𝑟𝑒𝑓 Propriedade do escoamento na˜o perturbado
Siglas
BPR By-pass ratio
UHB Ultrahigh by-pass ratio
VAT Virtual Aeroacoustic Tunnel
CFD Computational Fluid Dynamics
SPL Sound Pressure Level
RMS Root Mean Square
CFL Courant-Friedrichs-Lewy
Enta˜o tomou Samuel uma pedra, e a po^s entre Mizpa´ e Sem, e chamou-lhe Ebene´zer e disse:
Ate´ aqui nos ajudou o Senhor.
Samuel 7:12
1 Introduc¸a˜o
1.1 Motivac¸a˜o para o estudo proposto
Entender bem quais sa˜o as principais fontes geradoras de ru´ıdo em um turbofan permite
focar em ac¸o˜es capazes de minimizar os ı´ndices de intensidade sonora a n´ıveis aceita´veis. Distin-
guindo ru´ıdos tonais e de banda larga, e´ necessa´rio ainda compreender quais sa˜o os feno^menos
f´ısicos responsa´veis pela gerac¸a˜o de cada tipo de ru´ıdo, o que tambe´m aumenta o controle dos
n´ıveis de intensidade sonora.
Com o crescente enfoque em soluc¸o˜es mais econo^micas na aviac¸a˜o, o aumento da relac¸a˜o
de by-pass ratio (𝐵𝑃𝑅), a raza˜o entre a taxa de ar que passa pelo fan e a taxa de ar que passa
pelo core, e´ uma o´tima soluc¸a˜o, mas esbarra em regulamentos que impo˜em n´ıveis ma´ximos de
ru´ıdos. A Figura 1 deve ser observada para o melhor entendimento acerca do fan e do core de
um torbofan. Enquanto o fan e´ uma he´lice multi-pa´ com func¸a˜o de comprimir o escoamento
(Laurence, 2011), o core e´ o nu´cleo do turbofan e e´ composto pelos compressores de baixa e
alta pressa˜o, pela ca^mara de combusta˜o e pelas turbinas de baixa e alta pressa˜o. Destaca-se que
o aumento da relac¸a˜o de by-pass reduz o ru´ıdo de jato e eleva o ru´ıdo de fan. Historicamente
falando, os turbojatos (𝐵𝑃𝑅 = 0) deram lugar a` primeira gerac¸a˜o de turbofans (1 ≤ 𝐵𝑃𝑅 ≤ 2).
O cena´rio atual apresenta turbofans com alta relac¸a˜o de by-pass (5 ≤ 𝐵𝑃𝑅 ≤ 10), enquanto
que as perspectivas para o futuro sa˜o de turbofans com ultrahigh by-pass ratio (UHB), o que
representa BPR entre 10 e 20 (Berton et al., 2014).
Figura 1 – Representac¸a˜o das principais partes de um turbofan. (CATIA, 2013) - Modificado.
Dessa forma, solucionar o problema de ru´ıdo em turbofans e´ a chave para liberar a
utilizac¸a˜o de tecnologias inovadoras e altamente eficientes no segmento aerona´utico. Espera-se
que aeronaves operando em UHB estejam dispon´ıveis em meados de 2020.
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1.2 Computational Fluid Dynamics - CFD
A ana´lise nume´rica computacional garante a possibilidade de se resolver de forma
aproximada problemas matematicamente modelados. Dessa forma, a qualidade de um co´digo
computacional esta´ intimamente relacionada com a precisa˜o dos resultados fornecidos, com a
velocidade de converge^ncia aos resultados e tambe´m com o esforc¸o computacional utilizado, ou
seja, com o tempo de processamento e o hardware necessa´rio para a resoluc¸a˜o.
A utilizac¸a˜o de me´todos nume´ricos ganhou espac¸o na engenharia com a necessidade
de se resolver problemas sem soluc¸a˜o anal´ıtica, como e´ o caso de equac¸o˜es na˜o lineares. Ale´m
disso, a experimentac¸a˜o de alguns problemas reais de engenharia, como e´ o caso de tu´neis
superso^nicos, tem custos muito elevados, o que favorece ainda mais a utilizac¸a˜o de abordagens
nume´ricas. A estrutura da dina^mica dos fluidos computacional esta´ apresentada na Figura 2.
Figura 2 – Estrutura de uma simulac¸a˜o CFD (Hirsch, 2007) - Modificado.
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Um conceito de extrema importa^ncia e que esta´ intimamente ligado ao desenvolvimento
da simulac¸a˜o computacional e´ a prototipagem virtual, ou seja, a produc¸a˜o sem a necessidade
de proto´tipos f´ısicos. Como ja´ ressaltado anteriormente, a experimentac¸a˜o e´, na maioria dos
casos, uma pra´tica que eleva muito o prec¸o final do produto. Grandes empresas, como e´ o
caso das fabricantes de avia˜o, se esforc¸am cada vez mais para lanc¸ar um produto com a menor
quantidade poss´ıvel de testes experimentais. Para isso, a a´rea de CFD tem por objetivo fornecer
resultados que proporcionem confianc¸a, rapidez e reduc¸a˜o de custos ao longo da produc¸a˜o.
A Figura 3 ilustra a cronologia da Boeing quanto ao impacto de simulac¸o˜es computacionais.
Nota-se que o nu´mero de asas testadas experimentalmente caiu de 77 em 1980 para 11 em 2005.
Tambe´m e´ poss´ıvel perceber a importa^ncia estrate´gica de se desenvolver tecnologia e aplica´-la
comercialmente, como fica evidenciado na relac¸a˜o dos programas de simulac¸a˜o computacional
utilizados pela NASA e pela Boeing.
Figura 3 – Estrutura de uma simulac¸a˜o CFD (Hirsch, 2007).
E´ nesse contexto que esta´ inserido o VAT (Virtual Aeroacoustic Tunnel), programa
em Fortran com o objetivo maior de fornecer resultados consistentes no menor tempo poss´ıvel
acerca da simulac¸a˜o da interac¸a˜o entre o rotor e o estator com o escoamento em nu´meros de
Mach distintos.
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1.3 Contexto f´ısico do modelo
A simplificac¸a˜o de que o fluido e´ incompress´ıvel e´ va´lida em diversas representac¸o˜es
da realidade, mas na˜o deve ser adotada como regra geral para todos problemas envolvendo
meca^nica dos fluidos. A compressibilidade tem papel fundamental no entendimento de ondas de
choque, feno^meno corriqueiro em diversas aplicac¸o˜es de aerona´utica. Segundo Anderson (2003),
escoamentos compress´ıveis sa˜o comumente definidos como um escoamento onde a densidade e´
um para^metro varia´vel e, com uma definic¸a˜o criteriosa, todos os escoamentos sa˜o compress´ıveis
em medidas distintas.
Considerando que a massa espec´ıfica de um fluido escoando pode variar, a compressi-
bilidade pode ser definida como:
𝜏 = −1
v
(︃
𝑑v
𝑑𝑝
)︃
. (1.1)
A Eq 1.1 representa o significado f´ısico de que a pressa˜o (𝑝) exercida nas paredes de um elemento
fluido de volume (v), quando acrescida de uma quantidade (𝑑𝑝), induz a` compressa˜o (𝑑v) no
elemento fluido (Anderson, 2003). O fato de que o volume esta´ reduzindo justifica o sinal
negativo da expressa˜o matema´tica.
Embora a compressa˜o seja usualmente associada apenas a` alterac¸a˜o no volume do
elemento fluido, o acre´scimo de temperatura tambe´m e´ um feno^meno verifica´vel. Apesar disso,
caso a temperatura do elemento permanec¸a constante por algum mecanismo de transfere^ncia
de calor, enta˜o a Eq 1.1 pode ser definida para um caso de compressibilidade isote´rmica, como
indicado a seguir:
𝜏𝑇 =
−1
𝑣
(︃
𝑑𝑣
𝑑𝑝
)︃
𝑇
. (1.2)
Vale ressaltar que todo processo de transfere^ncia de calor e´ irrevers´ıvel, uma vez que so´ ocorre
espontaneamente em uma direc¸a˜o.
Pode-se ainda observar que, caso a compressa˜o seja considerada adiaba´tica e revers´ıvel,
a compressibilidade isentro´pica deve ser definida. De forma objetiva, uma compressa˜o pode ser
adiaba´tica caso na˜o haja calor acrescido ou retirado do elemento fluido e isentro´pica caso
na˜o haja mecanismos dissipativos de transporte como a viscosidade ou difusa˜o. Na pra´tica,
uma compressa˜o pode ser considerada isentro´pica caso ocorra lentamente, o que garante a
necessidade de se ter um processo revers´ıvel, e diante de isolamento te´rmico, o que garante que
o processo seja adiaba´tico (Miserda, 2014), isto e´,
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𝜏𝑠 =
−1
𝑣
(︃
𝑑𝑣
𝑑𝑝
)︃
𝑠
. (1.3)
E´ importante ressaltar que na˜o e´ poss´ıvel que uma compressa˜o isote´rmica seja isentro´pica devido
a` irreversibilidade previamente citada.
Diante da definic¸a˜o precisa de compressibilidade, o pro´ximo passo e´ entender a base
teo´rica e quais sa˜o os principais regimes de escoamento e suas respectivas representac¸o˜es. His-
toricamente falando, esse conhecimento foi extremamente relevante no avanc¸o be´lico e, em
especial, na Segunda Guerra Mundial (Miserda, 2014).
Os diferentes tipos de regimes de escoamento ocorrem em func¸a˜o do nu´mero de Mach
associado ao problema, o que e´ influenciado pelo campo de pressa˜o, temperatura e velocidade.
Com as variac¸o˜es dos campos em func¸a˜o do espac¸o e do tempo, percebe-se que Mach e´ uma
propriedade local conceitualmente e matematicamente definida como:
𝑀 = 𝑉 𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑐𝑜𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜
𝑉 𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑜 𝑠𝑜𝑚 𝑛𝑜 𝑚𝑒𝑖𝑜
= 𝑈√
𝛾𝑅𝑇
. (1.4)
Em que 𝛾 e´ a raza˜o entre os calores espec´ıficos a pressa˜o e a volume constante, 𝑅 e´ a constante
do ga´s no meio e 𝑇 e´ a temperatura no ponto que se deseja analisar.
Um outro conceito muito importante acerca da base teo´rica envolvendo escoamentos
compress´ıveis e´ o da onda de choque. Segundo Miserda (2014), a onda de choque e´ representada
por um salto de velocidade, pressa˜o e temperatura ao longo da espessura do caminho livre me´dio
dos elementos fluidos e esta´ intimamente ligada a perdas no sistema devido a` irreversibilidade.
De forma resumida, a onda de choque e´ uma descontinuidade que serve para fazer com que o
escoamento perceba um objeto que esteja se movendo acima da velocidade do som, ou seja,
para 𝑀 > 1. O entendimento desse conceito de percepc¸a˜o do objeto e´ facilmente entendido ao
se comparar as linhas de corrente para os casos sub e superso^nico, o que pode ser visualizado
nas Figuras 4 e 5.
Figura 4 – Representac¸a˜o das linhas de corrente para o regime subso^nico (Anderson, 2003).
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Figura 5 – Representac¸a˜o das linhas de corrente para o regime superso^nico (Anderson, 2003).
Finalmente, definindo os principais regimes de escoamento em func¸a˜o do nu´mero de
Mach (𝑀), e´ importante entender os casos:
∙ escoamento subso^nico: no caso subso^nico, onde𝑀 < 1 em todos os pontos do escoamento,
a velocidade do fluido e´ menor do que a velocidade do som no meio. Por conta disso, as
linhas de corrente sa˜o suaves e as propriedades variam continuamente, isto e´, sem variac¸o˜es
bruscas, como pode ser observado na Figura 6. Vale a percepc¸a˜o de que as linhas de
corrente que inicialmente estavam retas e paralelas va˜o se defletindo por conta do campo
de pressa˜o ligado a` presenc¸a do aerofo´lio, e´ assim que o escoamento percebe a presenc¸a do
corpo quando em regime subso^nico. De acordo com Miserda (2014), o campo de pressa˜o
para 𝑀 < 1 ja´ e´ significativo, o que inviabiliza a considerac¸a˜o de que o escoamento e´
incompress´ıvel e eleva a forc¸a de sustentac¸a˜o;
Figura 6 – Representac¸a˜o do escoamento subso^nico (Anderson, 2003).
∙ escoamento transo^nico: para escoamento na˜o perturbado com 𝑀 ≃ 1, a expansa˜o do
escoamento sobre a superf´ıcie superior do aerofo´lio resulta em regio˜es localmente su-
perso^nicas, ilustrando um caso de regime transo^nico. Vale lembrar que a onda de choque
esta´ altamente associada a irreversibilidades e a bruscas variac¸o˜es de propriedades. Sim-
plificadamente, o regime transo^nico passa de uma condic¸a˜o subso^nica para superso^nica,
voltando ao regime subso^nico por meio de uma onda de choque. Ainda vale destacar que
a linha so^nica (𝑀 = 1) esta´ indicada de forma tracejada na Figura 7;
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Figura 7 – Representac¸a˜o do escoamento transo^nico (Anderson, 2003).
∙ escoamento superso^nico: e´ definido como um escoamento onde 𝑀 > 1 em qualquer ponto
do espac¸o, ou seja, a velocidade do escoamento e´ sempre maior do que a velocidade do
som no meio. E´ poss´ıvel perceber na Figura 8 que o escoamento no infinito na˜o percebe a
presenc¸a do aerofo´lio ate´ que a onda de choque ocorra, diferente do que acontece no caso
subso^nico. Ao contra´rio do que e´ observado no regime transo^nico, o regime superso^nico
revela a presenc¸a de uma bolha subso^nica logo apo´s a onda de choque. Nota-se que
tal bolha se localiza nas proximidades do choque normal, onde ha´ maior variac¸a˜o das
propriedades devido ao choque (Miserda, 2014), e na˜o se perpetua ao longo de toda a
parede do choque por conta da perda de intensidade do mesmo. E´ importante destacar a
presenc¸a de um segundo choque na sa´ıda do aerofo´lio que, em conjunto com a primeira
onda de choque, leva ao conhecido boom so^nico;
Figura 8 – Representac¸a˜o do escoamento superso^nico (Anderson, 2003).
∙ escoamento hiperso^nico: o regime hiperso^nico esta´ associado a velocidades do escoamento
cerca de 5 vezes maiores do que a velocidade do som no ar e depende da forma do corpo e
da densidade do escoamento. A onda de choque ocorre de forma ta˜o intensa que dissocia
os gases oxige^nio e nitroge^nio, o que garante a formac¸a˜o de plasma. Devido a` presenc¸a
de choque na˜o destacado, a camada limite fica colada na superf´ıcie do corpo, o que gera
significativo aumento de temperatura (Miserda, 2014).
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Figura 9 – Representac¸a˜o do escoamento hiperso^nico (Anderson, 2003).
Para finalizar o contexto f´ısico do modelo, resta o entendimento da propagac¸a˜o de ondas
acu´sticas e a descric¸a˜o do diagrama 𝛽 − 𝜃 −𝑀 , ou seja, a relac¸a˜o entre o a^ngulo de deflexa˜o
da onda de choque, a^ngulo de cunha e nu´mero de Mach, respectivamente. A propagac¸a˜o do
som e´ altamente influenciada pelo efeito Doppler, ou seja, pelo fato de que o som pode se
propagar com velocidades relativas distintas ao longo de uma mesma direc¸a˜o (Miserda, 2014).
Observando a Figura 10 quanto a`s influe^ncias da velocidade do Escoamento (𝑉 ) e a velocidade
do som no meio (𝑎), e´ necessa´rio entender que, no caso subso^nico (𝑎), as ondas acu´sticas esta˜o
se propagando com (𝑉 + 𝑎) para frente e (𝑉 − 𝑎) para tra´s em um intervalo de tempo 𝑡.
Pode-se concluir enta˜o que, em regime so^nico, na˜o havera´ propagac¸a˜o de ondas acu´sticas a
montante do emissor, enquanto que a propagac¸a˜o a jusante sera´ igual ao dobro da velocidade
do som no meio. Ja´ para o caso superso^nico, em que 𝜇 representa o a^ngulo de Mach, ha´
uma direc¸a˜o preferencial de propagac¸a˜o do som, representando a irreversibilidade do processo.
Dentro do cone ilustrado em (𝑏), nota-se uma regia˜o de ru´ıdo, ao passo que a zona de sile^ncio
e´ identificada fora do cone. Uma situac¸a˜o ana´loga de velocidade relativa ocorre para a luz
emitida por estrelas, ja´ que o afastamento das mesmas em relac¸a˜o a` Terra reduz sua velocidade
relativa no sentido dos observadores, o que proporciona a percepc¸a˜o de radiac¸a˜o com maiores
comprimentos de onda e menores freque^ncias, como e´ o caso do vermelho (red shift). O inverso
ocorre com a aproximac¸a˜o das estrelas, ja´ que o aumento da velocidade relativa no sentido dos
observadores na Terra garante a percepc¸a˜o de radiac¸a˜o com menores comprimentos de onda e
maiores freque^ncias, como e´ o caso do azul (blue shift) (Physics, 2014).
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Figura 10 – Propagac¸a˜o de ondas acu´sticas em regime (a) subso^nico e (b) superso^nico (Ander-
son, 2003).
Para ondas de choque obl´ıquas, a relac¸a˜o 𝛽 − 𝜃 − 𝑀 possibilita especificar 𝜃 como
func¸a˜o de 𝛽 e 𝑀1, ou seja, e´ poss´ıvel determinar uma relac¸a˜o em que o a^ngulo de cunha e´
func¸a˜o da deflexa˜o da onda de choque e do nu´mero de Mach do escoamento na˜o perturbado,
isto e´,
𝑡𝑔(𝜃) = 2𝑐𝑜𝑡𝑔(𝛽)
(︃
𝑀1
2𝑠𝑒𝑛2(𝛽)− 1
𝑀1
2 (𝛾 + 𝑐𝑜𝑠(2𝛽) + 2)
)︃
. (1.5)
Pelo fato de que 𝛽 e´ uma varia´vel impl´ıcita, a representac¸a˜o de diversas soluc¸o˜es para a relac¸a˜o
𝛽 − 𝜃 −𝑀 em um diagrama e´ uma boa soluc¸a˜o, conforme mostra a Figura 11:
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Figura 11 – Curvas 𝛽 − 𝜃 −𝑀 (Anderson, 2003) - Modificado.
O diagrama apresentado na Figura 11 e´ importante para choques obl´ıquos, feno^meno
importante na gerac¸a˜o de ru´ıdo a partir da concepc¸a˜o cla´ssica. Ale´m disso, e´ poss´ıvel perceber
que a dissipac¸a˜o de uma onda de choque a partir do choque normal (𝛽 = 0) caminha ao
longo de uma curva 𝛽 − 𝜃 −𝑀 tendendo para o a^ngulo de Mach (𝜇), onde a propagac¸a˜o da
onda de choque ocorrera´ como onda de Mach. Ressalta-se que o aumento do nu´mero de Mach
do escoamento na˜o perturbado leva ao aparecimento de caracter´ısticas do regime hiperso^nico.
Nesse caso, a onda de choque inicialmente destacada tende a colar na camada limite, elevando
significativamente a temperatura da cunha.
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1.4 Revisa˜o bibliogra´fica
Historicamente falando, o crescimento comercial do transporte ae´reo sobrepujou questo˜es
relacionadas aos n´ıveis aceita´veis de ru´ıdo ate´ o final da de´cada de 60 (Smith, 1989). O desafio
de minimizar o ru´ıdo de aeronaves tem aumentado com o tempo, ja´ que a relac¸a˜o de by-pass,
raza˜o entre a parcela de ar que vai para o fan e a parcela que passa pela ca^mara de combusta˜o,
e´ proporcional aos n´ıveis de ru´ıdo do fan e tende a aumentar cada vez mais. Como o aumento
da relac¸a˜o de by-pass garante maior fluxo de massa atrave´s do fan, a velocidade de jato e´ redu-
zida, o que aumenta ainda mais a predomina^nia do ru´ıdo de fan sobre o ru´ıdo de jato. A raza˜o
indicada pela relac¸a˜o de by-pass pode ser visualizada na Figura 12.
Figura 12 – Representac¸a˜o da relac¸a˜o de by-pass (Wheeler, 2014).
Explicando os tipos de ru´ıdo, o tonal e´ conhecido como ru´ıdo de freque^ncia discreta e
e´ caracterizado por tons espectrais puros, isto e´, formas de onda que ocorrem em uma u´nica
freque^ncia. De forma geral, o ru´ıdo tonal e´ produzido por equipamentos rotativos em uma
faixa prevista de freque^ncia. Deve-se destacar que o tom fundamental tambe´m se manifesta,
apesar da intensidade reduzida, em mu´ltiplos inteiros do harmo^nico, ale´m de que os n´ıveis de
tolera^ncia associados ao ru´ıdo tonal sa˜o em patamares mais baixos, conforme discutido por
Control (2014). A Figura 13 ajuda no entendimento desse tipo de ru´ıdo, onde a freque^ncia
tonal e seus mu´ltiplos esta˜o em destaque.
Cap´ıtulo 1. Introduc¸a˜o 12
Figura 13 – Representac¸a˜o gra´fica de ru´ıdo tonal (Denenberg, 2014).
De forma simplificada, a abordagem cla´ssica utilizada para a explicac¸a˜o da gerac¸a˜o de
ru´ıdo tonal no conjunto rotor-estator passa pela interac¸a˜o entre as perturbac¸o˜es do escoamento
no caminho de uma pa´ rotativa.
Ja´ o ru´ıdo de banda larga apresenta um espectro de freque^ncia onde na˜o ha´ tons dis-
cretos ou dominantes. Segundo a abordagem cla´ssica, as flutuac¸o˜es do campo de pressa˜o devido
a um ru´ıdo banda larga refletem sua natureza na˜o perio´dica, o que indica fases e amplitudes
relativamente aleato´rias. Apesar da ause^ncia de freque^ncias discretas, a energia acu´stica asso-
ciada a esse tipo de ru´ıdo pode estar concentrada em uma ou mais a´reas do espectro. Motores
a jato sa˜o bons exemplos de fontes geradoras de ru´ıdo banda larga, segundo Noise (2014). A
Figura 14 ilustra o ru´ıdo banda larga, onde na˜o ha´ destaque de uma freque^ncia dominante.
Figura 14 – Representac¸a˜o gra´fica de ru´ıdo banda larga (Denenberg, 2014).
Como ja´ identificado anteriormente, ru´ıdo de banda larga e´ o resultado de flutuac¸o˜es
na˜o perio´dicas do campo de pressa˜o. No caso das pa´s do rotor e do estator, o momento angular
do escoamento e´ o responsa´vel por tal flutuac¸a˜o, conforme disposto na Figura 15.
Cap´ıtulo 1. Introduc¸a˜o 13
Figura 15 – Gerac¸a˜o de ru´ıdo banda larga (Smith, 1989).
Para a avaliac¸a˜o do ru´ıdo, e´ comum se valer dos conceitos de SPL (Sound Pressure
Level) e RMS (Root Mean Square), que significam a intensidade sonora, em decibe´is, asso-
ciada a`s condic¸o˜es simuladas e a variac¸a˜o me´dia de pressa˜o em relac¸a˜o a` pressa˜o de refere^ncia,
respectivamente. A formulac¸a˜o matema´tica que relaciona esses dois termos e´ dada por:
𝑆𝑃𝐿 = 20𝑙𝑜𝑔
(︂
𝑃𝑅𝑀𝑆
𝑃0
)︂
, (1.6)
em que 𝑃𝑅𝑀𝑆 representa a me´dia quadra´tica da pressa˜o sonora e 𝑃0, uma pressa˜o sonora de
refere^ncia comumente igual a 20𝜇𝑃𝑎.
Entendidos os tipos de ru´ıdo, a apresentac¸a˜o de soluc¸o˜es te´cnica e comercialmente
via´veis em turbofans passa pela compreensa˜o das origens de ru´ıdo no dispositivo, em conformi-
dade com o apresentado por Miserda (2013):
∙ interac¸a˜o rotor-estador: os campos de pressa˜o, velocidade e vorticidade gerados pelo rotor
interagem com o estator, gerando ru´ıdo que possui um espectro com caracter´ısticas tonais
e de banda larga. O ru´ıdo tonal esta´ associado a` componente linear da interac¸a˜o nos
harmo^nicos da freque^ncia de passagem da pa´ do rotor pelo estator, e o ru´ıdo de banda
larga, a` componente na˜o linear dessa interac¸a˜o;
∙ ru´ıdo da serra ele´trica: na condic¸a˜o de pote^ncia ma´xima do turbofan, as pontas das pa´s
do rotor do fan esta˜o em regime superso^nico, gerando um sistema de ondas de choque
que se propaga a montante. As tolera^ncias de manufatura das pa´s e´ responsa´vel por uma
variac¸a˜o das caracter´ısticas dessas ondas de choque, gerando um ru´ıdo tonal que possui
muitos picos pro´ximos da freque^ncia de passagem das pa´s;
∙ ru´ıdo autoinduzido do rotor: o mecanismo f´ısico do ru´ıdo autoinduzido do rotor e´ equiva-
lente ao ru´ıdo autoinduzido em aerofo´lios, ja´ que ambos sa˜o produzidos pelo encontro das
camadas limites do intradorso e do extradorso no bordo de fuga das pa´s do rotor de um
fan ou de um aerofo´lio. Nas condic¸o˜es de operac¸a˜o do fan, esse ru´ıdo possui um espectro
de banda larga;
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∙ interac¸a˜o da ponta da pa´ do rotor com a camada limite gerada pela superf´ıcie interna da
nacelle, o ru´ıdo resultante possui um espectro de banda larga;
∙ ingesta˜o de turbule^ncia pelo turbofan: as estruturas de vorticidade geradas pela tur-
bule^ncia atmosfe´rica interagem com as pa´s do rotor resultando em um ru´ıdo de banda
larga.
Um turbofan e´ constitu´ıdo basicamente pelo fan, estator e core. O core e´ composto
pelos compressores de baixa e alta pressa˜o, pela ca^mara de combusta˜o e pelas turbinas de
baixa e alta pressa˜o. Os esta´gios da turbina de alta pressa˜o esta˜o acoplados ao compressor de
alta pressa˜o, enquanto os esta´gios da turbina de baixa pressa˜o esta˜o acoplados ao compressor
de baixa pressa˜o e ao rotor do fan. A Figura 16 ilustra um desenho esquema´tico de um turbofan
destacando basicamente os componentes do core.
Figura 16 – Desenho esquema´tico de um turbofan (Traveria, 2012) - Modificado.
A Figura 17 ilustra um turbofan com relac¸a˜o de by-pass de 12:1 e evidencia que os
tamanhos do rotor e do estator do fan sa˜o muito maiores do que os tamanhos do rotor e do
estator de qualquer esta´gio de compressa˜o ou expansa˜o do core. Essa vis´ıvel diferenc¸a entre os
tamanhos caracter´ısticos permite o entendimento de que o ru´ıdo do fan tende a ser predominante
em relac¸a˜o ao ru´ıdo de jato com o aumento da relac¸a˜o de by-pass.
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Figura 17 – Diagrama em corte do turbofan Pratt & Whitney PW1900G (Whitney, 2014).
A intensa interac¸a˜o aerodina^mica entre as pa´s do rotor e do estator tambe´m e´ res-
ponsa´vel por parte do ru´ıdo gerado em um turbofan. Segundo Pimenta (2014), o ru´ıdo gerado
pelo rotor e´ constitu´ıdo principalmente de natureza tonal dada pela freque^ncia de passagem das
pa´s, seguido de forma secunda´ria pelo ru´ıdo de banda larga. No caso dos estatores, a natureza
de gerac¸a˜o de ru´ıdo e´ parecida com o caso dos rotores, mas na˜o possuem necessariamente uma
freque^ncia caracter´ıstica pelo fato de que os estatores na˜o adicionam energia de forma c´ıclica
no escoamento, como fazem os rotores. A assinatura acu´stica do turbofan tambe´m e´ influen-
ciada pelas condic¸o˜es de operac¸a˜o do sistema, ingesta˜o de turbule^ncia atmosfe´rica e diferentes
regimes de operac¸a˜o.
Apesar da influe^ncia sonora da interac¸a˜o entre os campos de pressa˜o gerados pelo
escoamento e tambe´m das esteiras de vorticidade dos rotores irem de encontro a`s pa´s do estator
de forma c´ıclica, o principal produto da interac¸a˜o direta entre o rotor e o estator e´ a produc¸a˜o
dos modos tonais de Tyler-Sofrin (Tyler & Sofrin, 1962). Tais modos sa˜o correspondentes a`
freque^ncia de passagem das pa´s do rotor e de seus harmo^nicos, o que produz uma famı´lia de
modos que podera´ se propagar a montante ou a jusante do escoamento. De forma resumida, o
modelo de Tyler-Sofrin e´ responsa´vel pela escolha dos modos tangenciais a serem considerados
Maldonado & Miserda (2012).
Os modos acu´sticos podem ser entendidos como modos de vibrac¸a˜o e representam as
formas mais simples de distribuic¸a˜o de pressa˜o, isso implica que qualquer distribuic¸a˜o complexa
de pressa˜o pode ser expressa como uma soma ponderada de modos acu´sticos. Para Rienstra
(2006), os modos sa˜o matematicamente interessantes por formarem uma base completa atrave´s
da qual qualquer soluc¸a˜o pode ser representada. Fisicamente, os modos sa˜o soluc¸o˜es pro´prias
e, por sua simples estrutura, o comportamento usualmente complicado do campo tonal e´ mais
facilmente entendido. Sutliff (2005) indica que a ordem modal acu´stica circunferencial (m) re-
presenta o nu´mero de ciclos de pressa˜o na direc¸a˜o circunferencial e a ordem modal acu´stica
radial (n) representa o nu´mero de no´s de pressa˜o na direc¸a˜o radial. A Figura 18 traz a repre-
sentac¸a˜o gra´fica dessas ordens modais em que as regio˜es escuras representam pressa˜o acu´stica
negativa, enquanto que as regio˜es claras representam presso˜es acu´sticas positivas. Dessa forma,
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pode-se entender que o modo (m,n) = (0,0) e´ definido como uma onda plana e representa um
campo de pressa˜o uniforme atrave´s do duto.
Figura 18 – Modos acu´sticos circunferenciais e radiais (Sutliff, 2005).
Ainda segundo Sutliff (2005), um t´ıpico fan de alta velocidade pode apresentar ate´ 50 ordens
de modos circunferenciais (m) e ate´ 12 ordens de modos radiais (n), totalizando 600 modos.
Outro conceito muito importante e´ o nu´mero de comprimentos de onda por unidade
de dista^ncia, ou seja, o nu´mero de onda (𝑘𝑑𝑖𝑟,𝑚𝑛), representado por:
𝑘𝑑𝑖𝑟,𝑚𝑛 =
1
𝜆
= 𝑤
𝑎
, (1.7)
em que 𝜆 e´ o comprimento de onda, 𝑎 e´ a velocidade do som e 𝑤 e´ a freque^ncia angular,
matematicamente expressa por:
𝑤 = 2𝜋𝑓 (1.8)
Quando o nu´mero de onda na direc¸a˜o axial, 𝑘𝑥,𝑚𝑛, e´ real, a onda sonora se propaga e
os modos acu´sticos sa˜o denominados cut-on. Por outro lado, quando o nu´mero de onda acu´stico
na direc¸a˜o axial e´ imagina´rio, a amplitude de onda sonora decai exponencialmente e a onda na˜o
se propaga. Para esses casos de ause^ncia de propagac¸a˜o, os modos acu´sticos sa˜o denominados
cut-off (Maldonado & Miserda, 2012). De forma resumida, os modos cut-off sa˜o aqueles que
na˜o apresentam velocidade tangencial superso^nica, ou seja, na˜o se propagam a montante.
Deve-se considerar a grande influe^ncia dos modos cut-off na gerac¸a˜o de ru´ıdo do tipo
banda larga em turbofans aerona´uticos. Para o melhor entendimento dessa forma de gerac¸a˜o
de ru´ıdo, as ilustrac¸o˜es e explicac¸o˜es a seguir devem ser observadas. As informac¸o˜es adiante sa˜o
embasadas no trabalho de Pimenta & Miserda (2014).
Para a avaliac¸a˜o do campo de pressa˜o em uma simulac¸a˜o nume´rica, a correta geometria
do corpo e´ fundamental para o caso bidimensional e tridimensional. A Figura 19 indica o perfil
das pa´s do rotor e do estator com geometria definida pela NASA Glenn Research Center.
Ale´m da geometria, deve-se definir o posicionamento de sondas para que flutuac¸o˜es
de pressa˜o sejam mensuradas. Primeiramente, deve-se notar que, na Figura 20, as 16 pa´s em
vermelho representam as pa´s do rotor, enquanto que as 13 pa´s do estar esta˜o representadas
em azul. As pa´s esta˜o dispostas em cascata, o que permite a visualizac¸a˜o de mais detalhes em
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Figura 19 – Geometria das pa´s do rotor e do estator (Pimenta & Miserda, 2014).
simulac¸o˜es. As 3 sondas esta´ticas pro´ximas a`s pa´s do rotor esta˜o localizadas a 0,12 m, 0,24 m
e 0,48 m.
Figura 20 – Domı´nio computacional com malha cartesiana regular (Pimenta & Miserda, 2014).
Por meio da simulac¸a˜o com o VAT, a Figura 21 ilustra o campo acu´stico gerado por
cascatas transo^nicas apenas do rotor com 16 pa´s. Nessa ilustrac¸a˜o, e´ poss´ıvel perceber que na˜o
ha´ estruturas modais acu´sticas sendo propagadas a montante. Com isso, fica claro que as ondas
de choque sa˜o exemplos de cut-off, o que mostra compatibilidade entre resultados anal´ıticos e
nume´ricos.
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Figura 21 – Campo aeroacu´stico instanta^neo baseado em gradiente de temperatura gerado por
cascatas transo^nicas do rotor (Pimenta & Miserda, 2014).
Ja´ com a Figura 22, e´ poss´ıvel quantificar o decaimento dos modos cut-off das ondas
de choque geradas em cascata transo^nica. E´ va´lido informar que as sondas esta´ticas esta˜o
localizadas a 0,12 m, 0,24 m e 0,48 m.
Figura 22 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o contabilizada por sondas esta´ticas (Pimenta & Miserda, 2014)
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Em contraponto com os modos cut-off, ha´ os modos cut-on, os quais apresentam ve-
locidade tangencial superso^nica e se propagam a montante. Apenas para ilustrar, a Figura 23
mostra em cascata estruturas modais sendo propagadas a montante devido a` interac¸a˜o rotor-
estator em regime transo^nico. Importante ressaltar que 𝑚 esta´ associado a` famı´lia de modos,
𝜃𝑛, ao a^ngulo medido dos modos e 𝜃𝑡, ao a^ngulo teo´rico dos modos. Os sinais de 𝑚 indicam
propagac¸a˜o em sentido descendente (negativo) e ascendente (positivo).
Figura 23 – Campo aeroacu´stico baseado em gradiente de temperatura gerado pela interac¸a˜o
entre rotor e estator em regime transo^nico para ana´lise em cascata (Pimenta &
Miserda, 2014).
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1.5 Objetivos
Neste trabalho sera´ simulado numericamente o ru´ıdo tonal e de banda larga gerado
por um pista˜o unidimensional por meio do VAT (Virual Aeroacoustic Tunnel), software desen-
volvido pelo Laborato´rio de Aeroacu´stica Computacional do Grupo de Pesquisa VORTEX da
Universidade de Bras´ılia. O objetivo e´ avaliar a resposta de um sistema na˜o linear em func¸a˜o da
variac¸a˜o da amplitude e freque^ncia de vibrac¸a˜o de um pista˜o. Diante disso, verificar a dispersa˜o
de freque^ncia ao longo de todo o espectro.
O VAT foi desenvolvido em Fortran e, por meio de uma malha de volumes finitos
discretos e da utilizac¸a˜o do me´todo de fronteira imersa, e´ poss´ıvel realizar o co^mputo direto do
ru´ıdo.
1.6 Organizac¸a˜o do trabalho
Este projeto e´ dividido em 5 cap´ıtulos, sendo que o primeiro e´ a introduc¸a˜o e tem
por objetivo a contextualizac¸a˜o do problema, o que envolve a definic¸a˜o de conceitos correlatos
importantes. No segundo cap´ıtulo, as equac¸o˜es governantes do feno^meno f´ısico sa˜o apresentadas
em conjunto com as relac¸o˜es complementares necessa´rias para a resoluc¸a˜o da problema´tica. No
terceiro cap´ıtulo, a metodologia nume´rica utilizada no VAT e´ descrita, o que envolve ca´lculo de
para^metros importantes e a definic¸a˜o de fronteira imersa. No quarto cap´ıtulo, esta˜o as validac¸o˜es
e resultados, ale´m de discusso˜es acerca do trabalho. Ja´ no quinto cap´ıtulo, ha´ a conclusa˜o do
projeto e tambe´m a apresentac¸a˜o de perspectivas de trabalhos futuros.
2 Formulac¸a˜o matema´tica
A predic¸a˜o de ru´ıdo por meio de me´todos nume´ricos deve estar pautada em equac¸o˜es
governantes coerentes, condic¸o˜es de contorno bem ajustadas e tambe´m em equac¸o˜es de estado
aplica´veis a cada caso particular.
Para Batchelor (1967), muitos fluidos apresentam a viscosidade significativamente de-
pendente da temperatura e, para diferenc¸as considera´veis de temperatura, e´ necessa´rio ainda
relacionar a viscosidade como func¸a˜o da varia´vel espacial. Entretanto, o que acontece frequen-
temente e´ que as diferenc¸as de temperatura sa˜o pequenas o suficiente para considerar o campo
de viscosidade uniforme ao longo do escoamento. A considerac¸a˜o de viscosidade nula e´ o que
leva as Equac¸o˜es de Navier-Stokes a` simplificac¸a˜o proposta por Euler. Com isso, as Equac¸o˜es
de Balanc¸o na˜o sera˜o influenciadas pela densidade de fluxo de calor e tambe´m pelo tensor de
tenso˜es viscosas.
As equac¸o˜es de Euler podem ser escritas na forma conservativa - abordagem em que o
elemento fluido esta´ fixado no espac¸o – ou na˜o-conservativa – abordagem em que o elemento
fluido move-se junto com o escoamento, conforme indicado por Anderson (1995) . Ale´m disso,
a forma conservativa apresenta mesma estrutura matema´tica independente do feno^meno f´ısico,
o que facilita bastante a representac¸a˜o de soluc¸o˜es nume´ricas. Por conta disso, a abordagem
conservativa sera´ a metodologia desenvolvida adiante. Nota-se ainda que o referencial e´ inercial
devido a essa escolha de abordagem.
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ 𝜕
𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑢𝑖) = 0, (2.1)
𝜕
𝜕𝑡
(𝜌𝑢𝑖) +
𝜕
𝜕𝑥𝑗
(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗) = − 𝜕𝑝
𝜕𝑥𝑖
+ 𝑓𝑖, (2.2)
𝜕
𝜕𝑡
(𝜌𝑒𝑇 ) +
𝜕
𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑒𝑇𝑢𝑖) = − 𝜕
𝜕𝑥𝑖
(𝑝𝑢𝑖) + 𝑓𝑖𝑢𝑖. (2.3)
Todas as varia´veis esta˜o na forma adimensional: 𝑥𝑖 e´ a coordenada espacial na direc¸a˜o
i, t e´ a coordenada temporal, 𝜌 e´ a massa espec´ıfica, 𝑢𝑖 e´ a componente da velocidade na direc¸a˜o
𝑖, 𝑝 e´ a pressa˜o termodina^mica, 𝑇 e´ a temperatura e 𝑒𝑇 e´ a energia total por unidade de massa
(Aris, 1962). Nesse contexto, a adimensionalizac¸a˜o das varia´veis e´ definida como:
𝑥 = 𝑥
*
𝐿*
, 𝑦 = 𝑦
*
𝐿*
, 𝑧 = 𝑧
*
𝐿*
, 𝑡 = 𝑡
*
𝐿*/𝑈*𝑟𝑒𝑓
, 𝑢 = 𝑢
*
𝑈*𝑟𝑒𝑓
, 𝑣 = 𝑣
*
𝑈*𝑟𝑒𝑓
, 𝑤 = 𝑤
*
𝑈*𝑟𝑒𝑓
,
𝑝 = 𝑝
*
𝜌*𝑟𝑒𝑓
(︁
𝑈*𝑟𝑒𝑓
)︁2 , 𝜌 = 𝜌*𝜌*𝑟𝑒𝑓 , 𝑇 =
𝑇 *
𝑇 *𝑟𝑒𝑓
, 𝑒 = 𝑒
*(︁
𝑈*𝑟𝑒𝑓
)︁2 , 𝑓 = 𝑓 *
𝜌*𝑟𝑒𝑓
(︁
𝑈*𝑟𝑒𝑓
)︁2
/𝐿*
, (2.4)
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em que 𝑈*𝑟𝑒𝑓 representa a velocidade do escoamento na˜o perturbado, enquanto 𝐿* e´ o compri-
mento caracter´ıstico do problema. De forma generalizada, o sobrescrito * indica as varia´veis
dimensionais da formulac¸a˜o, enquanto as propriedades de refere^ncia dizem respeito ao escoa-
mento na˜o perturbado.
A energia total e´ obtida pela soma da energia interna e da energia cine´tica:
𝑒𝑇 = 𝑒+ 𝑒𝑘 = 𝑐𝑣𝑇 +
𝑢𝑖 𝑢𝑖
2 (2.5)
Para um ga´s caloricamente e termicamente perfeito, as equac¸o˜es de estado podem ser
escritas como:
𝑝 = (𝛾 − 1) 𝜌𝑒 (2.6)
e
𝑇 =
𝛾 𝑀2𝑟𝑒𝑓 𝑝
𝜌
, (2.7)
sendo que 𝛾 representa a raza˜o entre os calores espec´ıficos a pressa˜o e a volume constante
(Oliveira, 2005).
Vale indicar que, em um ga´s caloricamente perfeito, os calores espec´ıficos a volume
constante e a pressa˜o constante, 𝑐𝑣 e 𝑐𝑝, sa˜o constantes. Ja´ para um ga´s termicamente perfeito,
a energia interna e a entalpia dependem unicamente da temperatura (Silva, 2009).
Com o objetivo de evitar oscilac¸o˜es nume´ricas devido a` discretizac¸a˜o usada pela meto-
dologia de fronteira imersa, uma pseudoforc¸a (𝑓𝑖) e um pseudotrabalho (𝑓𝑖𝑢𝑖) foram introduzidos
no lado direito das equac¸o˜es de quantidade de movimento e energia para continuamente acele-
rar todo o campo do escoamento da condic¸a˜o de estagnac¸a˜o ate´ a condic¸a˜o de operac¸a˜o. Essa
operac¸a˜o ocorre em um tempo de acelerac¸a˜o, 𝑡𝑎. O valor da pseudoforc¸a e do pseudotrabalho e´
nulo apo´s esse per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o, ou seja, 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖𝑢𝑖 = 0.
3 Metodologia nume´rica
Como ja´ dito anteriormente, a abordagem conservativa considera que o elemento fluido
esta´ fixado no espac¸o enquanto o escoamento se movimenta. Vale destacar, ainda que de forma
simplificada, a construc¸a˜o desse conhecimento essencial na a´rea de CFD. Para isso, a Figura
24 traz a representac¸a˜o de uma quantidade escalar gene´rica (U) por unidade de volume em
um volume de controle (𝑉 ) fixo no espac¸o com superf´ıcie de controle (𝑆). Segundo Hirsch
(2007), a forma conservativa de uma quantidade U segue a lo´gica de que a variac¸a˜o total dessa
quantidade dentro de um domı´nio e´ igual ao balanc¸o entre as quantidades entrando e saindo
do domı´nio, ale´m de se considerar as contribuic¸o˜es de eventuais fontes geradoras que podem
ser superficiais (𝑄𝑆) ou volume´tricas (𝑄𝑉 ). Os termos de fluxo associados a` quantidade U sa˜o
representados pelo vetor 𝐹 e descrevem como a propriedade em questa˜o e´ transportada pelo
escoamento.
E´ va´lido notar que, apesar da forma conservativa ser va´lida para a representac¸a˜o das
equac¸o˜es governantes que envolvem a massa, quantidade de movimento e energia, ha´ quantida-
des que esta˜o fora dessa abordagem, como e´ o caso da pressa˜o, temperatura e entropia.
Figura 24 – Representac¸a˜o geral da forma conservativa (Hirsch, 2007) - Modificado.
O primeiro passo para chegar a` forma conservativa em sua forma generalizada e´ consi-
derar a quantidade total da propriedade U dentro de determinado domı´nio:
∫︁
𝑉
U𝑑𝑉. (3.1)
Ainda quanto a esse termo, e´ necessa´rio considerar sua variac¸a˜o no tempo:
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𝜕
𝜕𝑡
∫︁
𝑉
U𝑑𝑉. (3.2)
Como indicado na Figura 24, a quantidade de U que cruza a superf´ıcie de controle 𝑑𝑆
por unidade de tempo e´ definida como o produto escalar do vetor representativo de fluxo com o
elemento de superf´ıcie. Ja´ levando em considerac¸a˜o a influe^ncia do fluxo sobre toda a superf´ıcie
de controle, nota-se que:
−
∮︁
𝑆
𝐹 · 𝑑?⃗?. (3.3)
O sinal negativo pode ser entendido ao saber que a contribuic¸a˜o do fluxo e´ positiva quando ha´
entrada no domı´nio.
Por fim, as influe^ncias das fontes superficial e volume´trica sa˜o representadas por:
∫︁
𝑉
𝑄𝑉 𝑑𝑉 +
∮︁
𝑆
𝑄𝑆 · 𝑑?⃗?. (3.4)
O saldo do balanc¸o realizado fornece a generalidade da forma conservativa de uma
quantidade U:
𝜕
𝜕𝑡
∫︁
𝑉
U𝑑𝑉 = −
∮︁
𝑆
𝐹 · 𝑑?⃗? +
∫︁
𝑉
𝑄𝑉 𝑑𝑉 +
∮︁
𝑆
𝑄𝑆 · 𝑑?⃗?, (3.5)
afirmando que o domı´nio na˜o varia em func¸a˜o do tempo, tal relac¸a˜o e´ usualmente descrita por:
∫︁
𝑉
𝜕
𝜕𝑡
U𝑑𝑉 +
∮︁
𝑆
𝐹 · 𝑑?⃗? =
∫︁
𝑉
𝑄𝑉 𝑑𝑉 +
∮︁
𝑆
𝑄𝑆 · 𝑑?⃗?, (3.6)
e´ va´lido ressaltar que a Equac¸a˜o 3.6 e´ utilizada na metodologia de volumes finitos.
Sabendo que, a partir do Teorema de Gauss, a integral de superf´ıcie do fluxo e´ igual a`
integral de volume do divergente do fluxo, a Equac¸a˜o 3.6 pode ser reescrita como:
∫︁
𝑉
𝜕
𝜕𝑡
U𝑑𝑉 +
∫︁
𝑉
∇⃗ · 𝐹𝑑𝑉 =
∫︁
𝑉
𝑄𝑉 𝑑𝑉 +
∫︁
𝑉
∇⃗ ·𝑄𝑆𝑑𝑉. (3.7)
Ja´ que a Equac¸a˜o 3.7 e´ determinada para um volume de controle qualquer, a mesma
deve ser va´lida para qualquer ponto do escoamento dentro do domı´nio previamente estabelecido.
Tal considerac¸a˜o possibilita a forma conservativa diferencial da equac¸a˜o:
𝜕U
𝜕𝑡
+ ∇⃗ · 𝐹 = 𝑄𝑉 + ∇⃗ ·𝑄𝑆, (3.8)
ou ainda:
𝜕U
𝜕𝑡
+ ∇⃗ ·
(︁
𝐹 −𝑄𝑆
)︁
= 𝑄𝑉 . (3.9)
Assumindo que na˜o ha´ nenhum tipo de gerac¸a˜o da quantidade U, pode-se concluir o
desenvolvimento apresentando a Equac¸a˜o 3.9 como:
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𝜕U
𝜕𝑡
+ ∇⃗ · 𝐹 = 0. (3.10)
Vale destacar que, na metodologia de diferenc¸as finitas, cada uma das derivadas tempo-
rais e espaciais devem ser calculadas para que a simulac¸a˜o nume´rica seja efetuada. Na Equac¸a˜o
3.10, o termo de fluxo e´ chamado de advectivo, ja´ que garante a variac¸a˜o das propriedades
devido ao movimento do escoamento (Bobenrieth, 2014).
Aplicando a teoria desenvolvida para resolver numericamente a formulac¸a˜o de volume
finito, as equac¸o˜es governantes devem escritas na forma conservativa conforme indicado a seguir:
𝜕U
𝜕𝑡
+ 𝜕E
𝜕𝑥
+ 𝜕F
𝜕𝑦
+ 𝜕G
𝜕𝑧
= R. (3.11)
O tensor Π e´ definido como:
Π = E⊗ i+ F⊗ j+G⊗ k, (3.12)
Com isso, a Eq (3.11) pode ser reescrita como:
𝜕U
𝜕𝑡
+∇ · Π = 𝑅. (3.13)
Para as equac¸o˜es de Euler, as varia´veis conservativas apresentadas no vetor 𝑈 e os
vetores de fluxo 𝐸, 𝐹 , 𝐺 sa˜o dados por:
U =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤
𝜌𝑒𝑇
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, E =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌𝑢
𝜌𝑢𝑢+ 𝑝
𝜌𝑢𝑣
𝜌𝑢𝑤
(𝜌𝑒𝑇 + 𝑝)𝑢
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌𝑣
𝜌𝑣𝑢
𝜌𝑣𝑣 + 𝑝
𝜌𝑣𝑤
(𝜌𝑒𝑇 + 𝑝) 𝑣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, G =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌𝑤
𝜌𝑤𝑢
𝜌𝑤𝑣
𝜌𝑤𝑤 + 𝑝
(𝜌𝑒𝑇 + 𝑝)𝑤
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
(3.14)
em que o vetor RHS, representando a pseudo-forc¸a e o pseudo-trabalho, e´ dado por:
R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
𝑓𝑥
𝑓𝑦
𝑓𝑧
𝑓𝑥𝑢+ 𝑓𝑦𝑣 + 𝑓𝑧𝑤
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.15)
Integrar a Eq. 3.13 ao longo do volume de controle V e aplicar o teorema da diverge^ncia
ao primeiro termo do lado direito da equac¸a˜o resulta em:
𝜕
𝜕𝑡
∫︁
𝑉
U𝑑𝑉 = −
∫︁
𝑉
(∇ · Π) 𝑑𝑉 +
∫︁
𝑉
R𝑑𝑉 = −
∫︁
𝑆
(Π · n) 𝑑𝑆 +
∫︁
𝑉
R𝑑𝑉. (3.16)
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A me´dia volume´trica dos vetores U e R e´ definida como:
U ≡ 1
𝑉
∫︁
𝑉
U𝑑𝑉, R ≡ 1
𝑉
∫︁
𝑉
R𝑑𝑉, (3.17)
e a Eq. (3.16) pode ser reescrita como:
𝜕U
𝜕𝑡
= − 1
𝑉
∫︁
𝑆
(Π · n)𝑑𝑆 +R. (3.18)
Avaliando as equac¸o˜es anteriores para as fronteiras de um volume de controle infinite-
simal hexae´drico, o resultado obtido e´:
(︃
𝜕U
𝜕𝑡
)︃
𝑖,𝑗,𝑘
= − 1
𝑉𝑖,𝑗,𝑘
[︃ ∫︁
𝑆𝑖+1/2
(Π · n) 𝑑𝑆 +
∫︁
𝑆𝑖−1/2
(Π · n) 𝑑𝑆
+
∫︁
𝑆𝑗+1/2
(Π · n) 𝑑𝑆 +
∫︁
𝑆𝑗−1/2
(Π · n) 𝑑𝑆
+
∫︁
𝑆𝑘+1/2
(Π · n) 𝑑𝑆 +
∫︁
𝑆𝑘−1/2
(Π · n) 𝑑𝑆
]︃
+R𝑖,𝑗,𝑘, (3.19)
em que 𝑆𝑖+1/2, 𝑆𝑖−1/2, 𝑆𝑗+1/2, 𝑆𝑗−1/2, 𝑆𝑘+1/2 e 𝑆𝑘−1/2 sa˜o as superf´ıcies que definem o
volume de controle hexae´drico,conforme pode ser visualizado na Figura 25.
Figura 25 – Volume de controle hexae´drico (Pazetto, 2011) - Modificado.
E´ va´lido observar ainda que 𝑆𝑖+1/2 e´ a superf´ıcie comum entre o volume (𝑖, 𝑗, 𝑘) e o
volume (𝑖+ 1, 𝑗, 𝑘), o que pode ser observado na Figura 26, ilustrac¸a˜o de autoria pro´pria.
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Figura 26 – Volumes de controle pareados.
Considerando o valor do tensor Π constante sobre cada uma das superf´ıcies de controle,
e´ poss´ıvel escrever uma equac¸a˜o para um volume finito com uma aproximac¸a˜o discreta do
tempo para a equac¸a˜o anterior. Nesse momento, e´ poss´ıvel entender que a soluc¸a˜o anal´ıtica e´
substitu´ıda pela soluc¸a˜o nume´rica com um erro associado ao fato de que Π na˜o e´ rigorosamente
constante ao longo de cada superf´ıcie de controle. Com um intervalo de tempo Δ𝑡 , a equac¸a˜o
para o volume finito e´:
ΔU𝑖,𝑗,𝑘
Δ𝑡 = −
1
𝑉𝑖,𝑗,𝑘
[︁
(Π · S)𝑖+1/2 + (Π · S)𝑖−1/2
+(Π · S)𝑗+1/2 + (Π · S)𝑗−1/2
+(Π · S)𝑘+1/2 + (Π · S)𝑘−1/2
]︁
+R𝑖,𝑗,𝑘, (3.20)
Define-se ℱ𝑖,𝑗,𝑘 como a func¸a˜o de fluxo do tensor Π sobre as superf´ıcies do volume finito
𝑉𝑖,𝑗,𝑘 ao longo de um intervalo Δ𝑡 de tempo:
ℱ𝑖,𝑗,𝑘 = Δ𝑡
𝑉𝑖,𝑗,𝑘
[︁
(Π · S)𝑖+1/2 + (Π · S)𝑖−1/2 + (Π · S)𝑗+1/2
+(Π · S)𝑗−1/2 + (Π · S)𝑘+1/2 + (Π · S)𝑘−1/2
]︁
, (3.21)
e ℛ𝑖,𝑗,𝑘 como a func¸a˜o do efeito das forc¸as de campo agindo sobre o mesmo volume
finito ao longo do mesmo intervalo de tempo:
ℛ𝑖,𝑗,𝑘 = Δ𝑡 ·R𝑖,𝑗,𝑘. (3.22)
Com isso, uma aproximac¸a˜o com tempo discreto e de volume finito da Eq. 3.20 e´ dado
como:
ΔU𝑖,𝑗,𝑘 = −ℱ𝑖,𝑗,𝑘 +𝒟𝑖,𝑗,𝑘 +ℛ𝑖,𝑗,𝑘. (3.23)
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Nesse momento, e´ importante discutir um pouco mais acerca do Me´todo dos Volumes
Finitos. Como ponto de partida, a forma integral das equac¸o˜es governantes foi utilizada. Em
seguida, o domı´nio de soluc¸a˜o foi subdividido em um nu´mero finito de volumes de controle
adjacentes entre si. A considerac¸a˜o de que as propriedades sa˜o constantes em cada uma das
faces dos volumes de controle foi utilizada e, com isso, as propriedades no interior dos volumes
de controle sa˜o calculadas. A utilizac¸a˜o de Volumes Finitos pode acomodar qualquer tipo de
malha, o que torna o me´todo aplica´vel para geometrias complexas. De forma simplificada,
o Me´todo dos Volumes Finitos representa a influe^ncia que um ponto 𝑃 recebe dos vizinhos
(Mazza, 2014). A Figura 27 serve para ilustrar tal influe^ncia em uma ana´lise tridimensional.
Figura 27 – Ana´lise de Volume Finito (Arash & Jazayeri, 2002) - Modificado.
Na equac¸a˜o 3.23, o termo da dissipac¸a˜o artificial 𝐷𝑖,𝑗,𝑘 e´ adicionado ao lado direito
com o objetivo de controlar o erro de discretizac¸a˜o gerado pelo ca´lculo do fluxo da func¸a˜o
ℱ𝑖,𝑗,𝑘. Para resolver essa equac¸a˜o com elevada resoluc¸a˜o temporal, utiliza-se o me´todo Runge-
Kutta com precisa˜o de 3a ordem proposto por Shu e relatado por Yee (1992). Vale ressaltar
que me´todos Runge-Kutta sa˜o capazes de estimar a soluc¸a˜o do valor 𝑛+ 1 apenas com o valor
de 𝑛, representando um dos me´todos de ponto u´nico (Hoffman, 1992). Quanto ao fato de que
o Runge-Kutta utilizado e´ com precisa˜o de 3a ordem, isso implica que o erro de truncamento
local desse me´todo sera´ de 4a ordem, ou seja, o polino^mio de Taylor utilizado para eliminar
o ca´lculo das derivadas e´ de ordem 3. Sabendo que o passo temporal e´ fixo, havera´ 3 pontos
igualmente espac¸ados, sem contar com os pontos da extremidade, ao longo do intervalo que vai
de 𝑛 ate´ 𝑛 + 1. Cada 𝑘 utilizado nesse me´todo Runge-Kutta representa a inclinac¸a˜o da reta
tangente em cada um desses pontos igualmente espac¸ados no intervalo desejado, ou seja, cada
𝑘 e´ a aproximac¸a˜o de uma derivada. (Valle, 2012). Dessa forma, o problema em questa˜o pode
ser resolvido com os 3 passos indicados adiante:
U1𝑖,𝑗,𝑘 = U
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 −
(︁
ℱ𝑛𝑖,𝑗,𝑘 −𝒟𝑛𝑖,𝑗,𝑘 −ℛ𝑛𝑖,𝑗,𝑘
)︁
, (3.24)
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U2𝑖,𝑗,𝑘 =
3
4 U
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 +
1
4 U
1
𝑖,𝑗,𝑘 −
1
4
(︁
ℱ1𝑖,𝑗,𝑘 −𝒟1𝑖,𝑗,𝑘 −ℛ1𝑖,𝑗,𝑘
)︁
, (3.25)
U𝑛+1𝑖,𝑗,𝑘 =
1
3 U
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 +
2
3 U
2
𝑖,𝑗,𝑘 −
2
3
(︁
ℱ2𝑖,𝑗,𝑘 −𝒟2𝑖,𝑗,𝑘 −ℛ2𝑖,𝑗,𝑘
)︁
. (3.26)
Como ja´ dito anteriormente, o erro de truncamento esta´ associado a` ordem do me´todo
Runge-Kutta utilizado. Um questionamento comum e´ o de se utilizar uma ordem muito elevada
com a justificativa de se obter um resultado mais preciso. Nota-se que essa soluc¸a˜o na˜o e´ via´vel
por conta do acre´scimo significativo no tempo de processamento computacional, ou seja, deve-se
buscar o equil´ıbrio entre a precisa˜o e a capacidade computacional.
Para calcular ℱ𝑖,𝑗,𝑘 em cada um dos passos citados, o fluxo do tensor Π em cada uma
das superf´ıcies de controle deve ser calculado. Para a superf´ıcie de controle 𝑆𝑖+1/2, o fluxo e´
dado por:
(Π · S)𝑖+1/2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(Π · S)1
(Π · S)2
(Π · S)3
(Π · S)4
(Π · S)5
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑖+1/2
. (3.27)
A primeira componente do vetor definido pela equac¸a˜o supracitada esta´ associado a`
equac¸a˜o da continuidade e e´ dado por:
(Π · S)1 = 𝜌𝑖+1/2 (𝑞𝑠)𝑖+1/2 , (3.28)
em que o fluxo volume´trico nada mais e´ do que:
(𝑞𝑠)𝑖+1/2 = u𝑖+1/2 · S𝑖+1/2 = 𝑢𝑖+1/2 (𝑠𝑥)𝑖+1/2 + 𝑣𝑖+1/2 (𝑠𝑦)𝑖+1/2 + 𝑤𝑖+1/2 (𝑠𝑧)𝑖+1/2 . (3.29)
Os outros 3 vetores que se seguem esta˜o ligados a componentes da equac¸a˜o do momento
linear, enquanto o u´ltimo vetor esta´ associado a` equac¸a˜o da energia. Para as equac¸o˜es de Euler,
essas componentes esta˜o descritas da Eq. 3.30 ate´ a Eq. 3.33.
(Π · S)2 = (𝜌𝑢)𝑖+1/2 (𝑞𝑠)𝑖+1/2 + 𝑝𝑖+1/2 (𝑠𝑥)𝑖+1/2 , (3.30)
(Π · S)3 = (𝜌𝑣)𝑖+1/2 (𝑞𝑠)𝑖+1/2 + 𝑝𝑖+1/2 (𝑠𝑦)𝑖+1/2 , (3.31)
(Π · S)4 = (𝜌𝑤)𝑖+1/2 (𝑞𝑠)𝑖+1/2 + 𝑝𝑖+1/2 (𝑠𝑧)𝑖+1/2 , (3.32)
(Π · S)5 = (𝜌𝑒𝑇 )𝑖+1/2 (𝑞𝑠)𝑖+1/2 + 𝑝𝑖+1/2 (𝑞𝑠)𝑖+1/2 . (3.33)
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Para calcular o fluxo (Π · S) de acordo com as equac¸o˜es de 3.28 ate´ 3.33, e´ necessa´rio
aproximar os valores das varia´veis na superf´ıcie de controle S𝑖+1/2 pela me´dia dos valores das
varia´veis conservativas dentro dos volumes de controle, o que resulta no seguinte vetor:
U𝑖,𝑗,𝑘 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤
𝜌𝑒𝑇
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑖,𝑗,𝑘
. (3.34)
Para obter as varia´veis primitivas das equac¸o˜es do momento e da energia, a me´dia de
Favre e´ utilizada para calcular tais varia´veis ponderadas pela massa espec´ıfica, como indicado
a seguir:
̃︀𝑢 = 𝜌𝑢
𝜌
, ̃︀𝑣 = 𝜌𝑣
𝜌
, ̃︀𝑤 = 𝜌𝑤
𝜌
, ̃︁𝑒𝑇 = 𝜌𝑒𝑇
𝜌
. (3.35)
A me´dia da energia total e´ dada por:
̃︁𝑒𝑇 = ̃︀𝑒+̃︁𝑒𝑘 = ̃︀𝑒+ ̃︀𝑢 ̃︀𝑢+ ̃︀𝑣 ̃︀𝑣 + ̃︀𝑤 ̃︀𝑤2 , (3.36)
com isso, a energia interna e´ calculada como:
̃︀𝑒 = ̃︁𝑒𝑇 −̃︁𝑒𝑘 = ̃︁𝑒𝑇 − ̃︀𝑢 ̃︀𝑢+ ̃︀𝑣 ̃︀𝑣 + ̃︀𝑤 ̃︀𝑤2 , (3.37)
e a pressa˜o e temperatura me´dias no volume de controle sa˜o calculadas por meio das
equac¸o˜es de estado:
̃︀𝑝 = (𝛾 − 1) 𝜌 ̃︀𝑒, ̃︀𝑇 = 𝛾 𝑀2𝑟𝑒𝑓 ̃︀𝑝
𝜌
. (3.38)
E´ importante notar que os primeiros termos do lado direito das Eqs. 3.28, 3.30, 3.31,
3.32 e 3.33 sa˜o os fluxos de massa, momentum e energia total atrave´s da superf´ıcie de controle
S𝑖+1/2.
3.1 Ca´lculo das Varia´reis Conservativas e Primitivas
O ca´lculo das varia´veis conservativas e primitivas e´ essencial para a soluc¸a˜o nume´rica do
problema em questa˜o. O me´todo utilizado apresenta precisa˜o espacial de 4a ordem (Gutierrez,
2014) e e´ apresentado como:
∙ Varia´veis primitivas:
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𝑢𝑖+1/2 =
9
16 (
̃︀𝑢𝑖,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘)− 116 (̃︀𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑢𝑖+2,𝑗,𝑘) , (3.39)
𝑣𝑖+1/2 =
9
16 (
̃︀𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑣𝑖+1,𝑗,𝑘)− 116 (̃︀𝑣𝑖−1,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑣𝑖+2,𝑗,𝑘) , (3.40)
𝑤𝑖+1/2 =
9
16 (
̃︀𝑤𝑖,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘)− 116 ( ̃︀𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑤𝑖+2,𝑗,𝑘) , (3.41)
e
𝑝𝑖+1/2 =
9
16 (
̃︀𝑝𝑖,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑝𝑖+1,𝑗,𝑘)− 116 (̃︀𝑝𝑖−1,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑝𝑖+2,𝑗,𝑘) . (3.42)
∙ Varia´veis conservativas:
𝜌𝑖+1/2 =
9
16
(︁
𝜌𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑖+1,𝑗,𝑘
)︁
− 116
(︁
𝜌𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑖+2,𝑗,𝑘
)︁
, (3.43)
(𝜌𝑢)𝑖+1/2 =
9
16
(︁
𝜌𝑢𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
)︁
− 116
(︁
𝜌𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑢𝑖+2,𝑗,𝑘
)︁
, (3.44)
(𝜌𝑣)𝑖+1/2 =
9
16
(︁
𝜌𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑣𝑖+1,𝑗,𝑘
)︁
− 116
(︁
𝜌𝑣𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑣𝑖+2,𝑗,𝑘
)︁
, (3.45)
(𝜌𝑤)𝑖+1/2 =
9
16
(︁
𝜌𝑤𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘
)︁
− 116
(︁
𝜌𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑤𝑖+2,𝑗,𝑘
)︁
, (3.46)
e
(𝜌𝑒𝑇 )𝑖+1/2 =
9
16
(︁
𝜌𝑒𝑇 𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑒𝑇 𝑖+1,𝑗,𝑘
)︁
− 116
(︁
𝜌𝑒𝑇 𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝜌𝑒𝑇 𝑖+2,𝑗,𝑘
)︁
. (3.47)
3.2 Ca´lculo das Derivadas nas Faces
Conforme indicado por Freire & Miserda (2004), ha´ ainda a necessidade de se calcular
as derivadas do campo de velocidade, pressa˜o e densidade nas faces dos volumes de controle.
Com a utilizac¸a˜o do Teorema do Gradiente aplicado a uma varia´vel escalar da forma proposta
por Hirsch (1988) e para um volume ao redor do ponto de malha, 𝑉𝑝. Vale notar que 𝑉𝑝 na˜o
coincide com o volume da discretizac¸a˜o em volumes finitos, 𝑉 , volume em que as arestas sa˜o os
pontos de malha. E´ importante notar que a determinac¸a˜o de 𝑉𝑝 esta´ intimamente ligada com
a precisa˜o espacial do ca´lculo das derivadas espaciais. A implicac¸a˜o desse teorema para o caso
da primeira componente de velocidade resulta em:
∫︁
𝑉𝑝
(∇𝑢)𝑑𝑉𝑝 =
∫︁
𝑆𝑝
𝑢𝑑𝑆𝑝 . (3.48)
As componentes vetoriais da Equac¸a˜o 3.48 esta˜o explicitadas a seguir:
∫︁
𝑉𝑝
[︃(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
i+
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑦
)︃
j+
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑘
)︃
k
]︃
𝑑𝑉𝑝 =
∫︁
𝑆𝑝
[︁
(𝑢𝑑𝑆𝑥𝑝) i+
(︁
𝑢𝑑𝑆𝑦𝑝
)︁
j+ (𝑢𝑑𝑆𝑘𝑝)k
]︁
. (3.49)
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Trabalhando apenas com a componente na direc¸a˜o i, a Equac¸a˜o 3.49 se resume a:
∫︁
𝑉𝑝
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑑𝑉𝑝 =
∫︁
𝑆𝑝
𝑢𝑑𝑆𝑥𝑝. (3.50)
Pode-se definir a me´dia volume´trica da derivada para o volume de controle como
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
≡ 1
𝑉𝑝
∫︁
𝑉𝑝
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑑𝑉𝑝, (3.51)
e, substituindo 3.50 em 3.51, o resultado obtido e´:
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
= 1
𝑉𝑝
∫︁
𝑆𝑝
𝑢𝑑𝑆𝑥𝑝. (3.52)
Trabalhando apenas com a primeira componente da velocidade atrave´s da primeira componente
do vetor de superf´ıcie, o fluxo l´ıquido pode ser definido como:
𝑓 (𝑢)𝑥 ≡
∫︁
𝑆𝑃
𝑢𝑑𝑆𝑥𝑝. (3.53)
Substituindo a Equac¸a˜o 3.53 em 3.52, o resultado e´:
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑖,𝑗,𝑘
= 1
𝑉𝑝𝑖,𝑗,𝑘
[𝑓 (𝑢)𝑥]𝑖,𝑗,𝑘 . (3.54)
Com a Equac¸a˜o 3.54, e´ poss´ıvel calcular a me´dia da derivada no volume ao redor de um
ponto da malha. Ja´ para o ca´lculo da derivada na face, a me´dia entre as derivadas dos pontos
de malha que definem a face deve ser determinada. Dessa forma, a derivada na face (𝑖 + 1/2)
sera´ calculada como:
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑖+1/2
= 14
⎡⎣(︃𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑖+1,𝑗,𝑘
+
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑖+1,𝑗+1,𝑘
+
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑖+1,𝑗,𝑘+1
+
(︃
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)︃
𝑖+1,𝑗+1,𝑘+1
⎤⎦ . (3.55)
Com todas as informac¸o˜es previamente apresentadas, o pro´ximo passo e´ determinar o
fluxo l´ıquido da primeira componente de velocidade, ou seja, [𝑓 (𝑢)𝑥]𝑖,𝑗,𝑘. Para isso, a quarta
ordem de precisa˜o espacial sera´ utilizada, o que esta´ ilustrado na Figura 28 para o caso bidi-
mensional. Vale destacar que a linha tracejada engloba o volume ao redor do ponto de malha,
enquanto que o volume correspondente a` discretizac¸a˜o em volumes finitos e´ dado pela regia˜o
hachurada. Ale´m disso, o volume ao redor do ponto engloba exatamente quatro volumes finitos.
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Figura 28 – Volume ao redor do ponto para o caso 2D com 4a ordem de precisa˜o espacial (Freire
& Miserda, 2004) - Modificado.
Para o caso estudado, com quarta ordem de precisa˜o espacial, [𝑓 (𝑢)𝑥]𝑖,𝑗,𝑘 tridimensional
sera´ obtido de acordo com a seguinte metodologia:
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑖,𝑗,𝑘 =
[︁
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑖+1/2 + [𝑓 (?˜?)𝑥]𝑖−1/2 + [𝑓 (?˜?)𝑥]𝑗+1/2 + [𝑓 (?˜?)𝑥]𝑗−1/2
+ [𝑓 (?˜?)𝑥]𝑘+1/2 + [𝑓 (?˜?)𝑥]𝑘−1/2 +𝑂 (Δ𝑖,𝑗,𝑘)
4
]︁
, (3.56)
em que:
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑖+1/2 =
[︂ 1
2 (?˜?𝑖,𝑗,𝑘 + ?˜?𝑖+1,𝑗,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗,𝑘
𝑖+1/2 +
1
2 (?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘 + ?˜?𝑖+1,𝑗−1,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑖+1/2
+12 (?˜?𝑖,𝑗,𝑘−1 + ?˜?𝑖+1,𝑗,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑖+1/2
+12 (?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘−1 + ?˜?𝑖+1,𝑗−1,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗−1,𝑘−1
𝑖+1/2
]︂
, (3.57)
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑖−1/2 =
[︂ 1
2 (?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘 + ?˜?𝑖−2,𝑗,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑖−1/2 +
1
2 (?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘−1 + ?˜?𝑖−2,𝑗,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗,𝑘−1
𝑖−1/2
+12 (?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘 + ?˜?𝑖−2,𝑗−1,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘
𝑖−1/2
+12 (?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1 + ?˜?𝑖−2,𝑗−1,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1
𝑖−1/2
]︂
, (3.58)
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[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑗+1/2 =
[︂ 1
2 (?˜?𝑖,𝑗,𝑘 + ?˜?𝑖,𝑗+1,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗,𝑘
𝑗+1/2 +
1
2 (?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘 + ?˜?𝑖−1,𝑗+1,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑗+1/2
+12 (?˜?𝑖,𝑗,𝑘−1 + ?˜?𝑖,𝑗+1,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑗+1/2
+12 (?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘−1 + ?˜?𝑖−1,𝑗+1,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗,𝑘−1
𝑗+1/2
]︂
, (3.59)
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑗−1/2 =
[︂ 1
2 (?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘 + ?˜?𝑖−1,𝑗−2,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘
𝑗−1/2 +
1
2 (?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘 + ?˜?𝑖,𝑗−2,𝑘) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑗−1/2
+12 (?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1 + ?˜?𝑖−1,𝑗−2,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1
𝑗−1/2
+12 (?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘−1 + ?˜?𝑖,𝑗−2,𝑘−1) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗−1,𝑘−1
𝑗−1/2
]︂
, (3.60)
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑘+1/2 =
[︂ 1
2 (?˜?𝑖,𝑗,𝑘 + ?˜?𝑖,𝑗,𝑘+1) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗,𝑘
𝑘+1/2 +
1
2 (?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘 + ?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘+1) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑘+1/2
+12 (?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘 + ?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘+1) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘
𝑘+1/2
+12 (?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘 + ?˜?𝑖,𝑗−1+1,𝑘+1) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑘+1/2
]︂
, (3.61)
[𝑓 (?˜?)𝑥]𝑘−1/2 =
[︂ 1
2 (?˜?𝑖,𝑗,𝑘−1 + ?˜?𝑖,𝑗,𝑘−2) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑘−1/2 +
1
2 (?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘−1 + ?˜?𝑖−1,𝑗,𝑘−2) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗,𝑘−1
𝑘−1/2
+12 (?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1 + ?˜?𝑖−1,𝑗−1,𝑘−2) (𝑆𝑥)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1
𝑘−1/2
+12 (?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘−1 + ?˜?𝑖,𝑗−1,𝑘−2) (𝑆𝑥)
𝑖,𝑗−1,𝑘−1
𝑘−1/2
]︂
, (3.62)
Δ𝑖,𝑗,𝑘 =
[︃
1
8 ( 𝑉𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑉𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝑉𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝑉𝑖−1,𝑗−1,𝑘
+𝑉𝑖,𝑗,𝑘−1 + 𝑉𝑖−1,𝑗,𝑘−1 + 𝑉𝑖,𝑗−1,𝑘−1 + 𝑉𝑖−1,𝑗−1,𝑘−1)
]︃1/3
. (3.63)
3.3 Dissipac¸a˜o Artificial
O modelo de dissipac¸a˜o artificial aqui utilizado e´ baseado no trabalho de Jameson
(1997) e algumas modificac¸o˜es foram feitas para aumentar a estabilidade nume´rica do co´digo
para a simulac¸a˜o do caso de interac¸a˜o entre o rotor e o estator. Com isso, a dissipac¸a˜o artificial
pode e´ representada por:
𝒟𝑖,𝑗,𝑘 =
(︁
𝑑𝑖+1/2 − 𝑑𝑖−1/2
)︁
+
(︁
𝑑𝑗+1/2 − 𝑑𝑗−1/2
)︁
+
(︁
𝑑𝑘+1/2 − 𝑑𝑘−1/2
)︁
, (3.64)
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para a superf´ıcie S𝑖+1/2:
𝑑𝑖+1/2 = 𝜖(2)𝑖+1/2
[︁
U𝑖+1,𝑗,𝑘 −U𝑖,𝑗,𝑘
]︁
− 𝜖(4)𝑖+1/2
[︁
U𝑖+2,𝑗,𝑘 − 3U𝑖+1,𝑗,𝑘 + 3U𝑖,𝑗,𝑘 −U𝑖−1,𝑗,𝑘
]︁
. (3.65)
O primeiro e segundo termos do lado direito da Eq. 3.65 sa˜o os operadores de dissipac¸a˜o
de 2a e 4a ordem, respectivamente. Para esses operadores, os coeficientes sa˜o:
𝜖
(2)
𝑖+1/2 = max
[︁
(Ψ𝑟𝑜𝑡)𝑖+1/2 , (Ψ𝑑𝑖𝑣)𝑖+1/2 , (Ψ𝑝𝑟𝑠)𝑖+1/2 , (Ψ𝑑𝑒𝑛)𝑖+1/2
]︁
. (3.66)
𝜖
(4)
𝑖+1/2 = max
[︁
0,
(︁
K (4) − 𝜖(2)𝑖+1/2
)︁]︁
, (3.67)
em que 𝐾(4) e´ uma constante de calibrac¸a˜o do operador de 4a ordem.
Para refinar a estabilidade nume´rica da metodologia de fronteira imersa, alguns sensores
sa˜o utilizados para amortecer oscilac¸o˜es nume´ricas em varia´veis termodina^micas (pressa˜o e
densidade) e aerodina^micas (vorticidade e divergente):
∙ Sensor baseado em vorticidade
(Ψ𝑟𝑜𝑡)𝑖+1/2 = 𝐾
(2)
𝑟𝑜𝑡 · |∇ × ̃︀u|𝑖+1/2, (3.68)
∙ Sensor baseado no divergente
(Ψ𝑑𝑖𝑣)𝑖+1/2 = 𝐾
(2)
𝑑𝑖𝑣 · |∇ · ̃︀u|𝑖+1/2, (3.69)
∙ Sensor baseado na pressa˜o
(Ψ𝑝𝑟𝑠)𝑖+1/2 = 𝐾
(2)
𝑝𝑟𝑠 · |∇̃︀𝑝|𝑖+1/2, (3.70)
∙ Sensor baseado na densidade
(Ψ𝑑𝑒𝑛)𝑖+1/2 = 𝐾
(2)
𝑑𝑒𝑛 · |∇𝜌|𝑖+1/2. (3.71)
Note que 𝐾(2) e´ uma constante de calibrac¸a˜o distinta para cada sensor apresentado.
Uma vez que o ca´lculo da vorticidade e do divergente do campo de velocidade, da
mesma forma que os gradientes de temperatura e densidade, tem precisa˜o de 4a ordem no
espac¸o, o me´todo nume´rico tambe´m apresentara´ resultados com 4a ordem de precisa˜o espacial
e 3a ordem de precisa˜o temporal devido ao Runge-Kutta.
Para a compreensa˜o da estrutura lo´gica da programac¸a˜o nume´rica aplicada a soluc¸o˜es
envolvendo as equac¸o˜es de Euler, o fluxograma a seguir deve ser analisado.
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Note que a soluc¸a˜o nume´rica e´ o resultado de diversas iterac¸o˜es do processo apresentado.
Vale destacar ainda que os valores de temperatura, pressa˜o e velocidade do escoamento na˜o
perturbado esta˜o definidos nos dados de entrada da programac¸a˜o.
3.4 Me´todo de Fronteira Imersa
De acordo com Pazetto (2011), a principal caracter´ıstica do Me´todo de Fronteira Imersa
e´ o fato de que a malha cartesiana e´ regular, na˜o sendo necessa´rio adaptar a malha ao contorno
de alguma superf´ıcie so´lida. Dessa forma, a fronteira so´lida e´ delimitada atrave´s da imposic¸a˜o
de condic¸o˜es espec´ıficas ao campo cinema´tico e termodina^mico dos volumes de controle em
contato com o corpo.
Como citado anteriormente, a abordagem utilizada para a determinac¸a˜o das condic¸o˜es
de contorno e´ imposta diretamente a`s fronteiras dos volumes de controle. A me´dia das varia´veis
conservativas ao longo dos volumes de controle e´ dada por:
U𝑖,𝑗,𝑘 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤
𝜌𝑒𝑇
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑖,𝑗,𝑘
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌
𝜌̃︀𝑢
𝜌̃︀𝑣
𝜌 ̃︀𝑤
𝜌 ̃︁𝑒𝑇
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑖,𝑗,𝑘
. (3.72)
Para impor a condic¸a˜o de deslizamento na fronteira dos volumes para as equac¸o˜es de
Euler, a velocidade do fluido sobre a superf´ıcie so´lida deve ser decomposta em uma componente
normal e em uma componente tangencial, como indicado a seguir:
̃︀u = ̃︀u𝑛 + ̃︀u𝑡 = ̃︀𝑢𝑛n+ ̃︀𝑢𝑡t. (3.73)
A condic¸a˜o de impenetrabilidade imposta a` fronteira dos volumes de controle determina
que a componente normal de velocidade do fluido deve ser igual a` componente normal de
velocidade do corpo em movimento, 𝑢𝑛𝐵 . Dessa forma, as componentes normal e tangencial da
velocidade sobre a fronteira dos volumes de controle sa˜o determinadas por:
̃︀𝑢𝑛 = 𝑢𝑛𝐵 𝑒 ̃︀𝑢𝑡 ̸= 0. (3.74)
E´ importante notar que, para a cascata do estator, 𝑢𝑛𝐵 = 0, enquanto que, para a
cascata do rotor, a velocidade dos corpos em movimento e´ igual a` componente normal de
velocidade da cascata para cada ponto das paredes so´lidas, relac¸a˜o dada por 𝑢𝑛𝐵 = v𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟 · n.
Para as equac¸o˜es de Euler, na˜o ha´ difusa˜o de momento na direc¸a˜o normal sobre as
paredes so´lidas do rotor e do estator, relac¸a˜o expressa por:
𝜕̃︀u
𝜕𝑥𝑛
= 0. (3.75)
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A condic¸a˜o de contorno para o campo esta´tico de pressa˜o sobre a parede e´ obtida por
meio da equac¸a˜o do momento linear na direc¸a˜o normal:
𝜕
𝜕𝑡
(𝜌 ̃︀𝑢𝑛) + 𝜕
𝜕𝑥𝑛
(𝜌 ̃︀𝑢𝑛̃︀𝑢𝑛) + 𝜕
𝜕𝑥𝑡
(𝜌 ̃︀𝑢𝑛̃︀𝑢𝑡) = − 𝜕 ̃︀𝑝
𝜕𝑥𝑛
, (3.76)
em que a expansa˜o de todos os termos resulta em:
̃︀𝑢𝑛𝜕𝜌
𝜕𝑡
+𝜌 𝜕
̃︀𝑢𝑛
𝜕𝑡
+(̃︀𝑢𝑛)2 𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑛
+(2𝜌 ̃︀𝑢𝑛) 𝜕̃︀𝑢𝑛
𝜕𝑥𝑛
+(̃︀𝑢𝑛̃︀𝑢𝑡) 𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑡
+(𝜌 ̃︀𝑢𝑡) 𝜕̃︀𝑢𝑛
𝜕𝑥𝑡
+(𝜌 ̃︀𝑢𝑛) 𝜕̃︀𝑢𝑡
𝜕𝑥𝑡
= − 𝜕 ̃︀𝑝
𝜕𝑥𝑛
. (3.77)
Aplicando a condic¸a˜o de impenetrabilidade a` equac¸a˜o de quantidade de movimento na
direc¸a˜o normal:
𝑢𝑛𝐵
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+𝜌𝜕𝑢𝑛𝐵
𝜕𝑡
+(𝑢𝑛𝐵)
2 𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑛
+(2𝜌𝑢𝑛𝐵)
𝜕𝑢𝑛𝐵
𝜕𝑥𝑛
+(𝑢𝑛𝐵𝑢𝑡)
𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑡
+(𝜌𝑢𝑡)
𝜕𝑢𝑛𝐵
𝜕𝑥𝑡
+(𝜌𝑢𝑛𝐵)
𝜕𝑢𝑡
𝜕𝑥𝑡
= − 𝜕𝑝
𝜕𝑥𝑛
.
(3.78)
Para a cascata do estator, 𝑢𝑛𝐵 = 0, o que leva a` seguinte conclusa˜o:
𝜕 ̃︀𝑝
𝜕𝑥𝑛
= 0. (3.79)
Ja´ para a cascata do rotor, 𝑢𝑛𝐵 ̸= 0, se medido por um observador inercial estaciona´rio
em relac¸a˜o ao estator. Assim sendo, o campo de pressa˜o esta´tica e´ independente da velocidade de
um observador em sistema inercial e, se o mesmo esta´ em movimento com a mesma velocidade
constante da cascata do rotor, o resultado e´ que 𝑢𝑛𝐵 = 0, levando a` conclusa˜o de que:
𝜕 ̃︀𝑝
𝜕𝑥𝑛
= 0. (3.80)
Em outras palavras, para um observador estaciona´rio em relac¸a˜o ao estator, o rotor esta´
em movimento. Ja´ para um observador que esta´ se movimentando com o rotor, o estator esta´
se movendo e o rotor e´ estaciona´rio. Uma vez que o campo de pressa˜o esta´tica e´ independente
do sistema inercial do observador, a condic¸a˜o de contorno para o campo de pressa˜o esta´tica
deve ser o mesmo para a cascata do rotor e do estator.
Considerando que as paredes das cascatas do rotor e do estator sa˜o adiaba´ticas, a
condic¸a˜o de contorno para a temperatura e´ dada por:
𝜕 ̃︀𝑇
𝜕𝑥𝑛
= 0. (3.81)
Diferenciando a equac¸a˜o de estado para um ga´s ideal com respeito a` direc¸a˜o normal:
𝜕 ̃︀𝑝
𝜕𝑥𝑛
= 𝜕
𝜕𝑥𝑛
(︁
𝜌ℛ ̃︀𝑇)︁ = ℛ𝜌 𝜕 ̃︀𝑇
𝜕𝑥𝑛
+ℛ ̃︀𝑇 𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑛
, (3.82)
o que resulta em:
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𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑛
= 0. (3.83)
Como:
̃︀𝑒 = 1
𝛾 (𝛾 − 1)𝑀2𝑟𝑒𝑓 ̃︀𝑇 , (3.84)
a condic¸a˜o de parede adiaba´tica resulta em:
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑥𝑛
= 0. (3.85)
Como n e´ um vetor unita´rio com direc¸a˜o normal a` parede do corpo com componentes
cartesianas n = 𝑛𝑥i+𝑛𝑦j+𝑛𝑧k, as derivadas das varia´veis ̃︀𝑢, ̃︀u𝑛, 𝜌 e ̃︀𝑒 do escoamento na direc¸a˜o
normal podem ser determinadas como:
𝜕̃︀u
𝜕𝑥𝑛
= 𝜕
̃︀u
𝜕𝑛
= 𝜕
̃︀u
𝜕𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝑛
+ 𝜕
̃︀u
𝜕𝑦
𝜕𝑦
𝜕𝑛
+ 𝜕
̃︀u
𝜕𝑧
𝜕𝑧
𝜕𝑛
= 𝑛𝑥
𝜕̃︀u
𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦
𝜕̃︀u
𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧
𝜕̃︀u
𝜕𝑧
, (3.86)
𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑛
= 𝜕𝜌
𝜕𝑛
= 𝜕𝜌
𝜕𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝑛
+ 𝜕𝜌
𝜕𝑦
𝜕𝑦
𝜕𝑛
+ 𝜕𝜌
𝜕𝑧
𝜕𝑧
𝜕𝑛
= 𝑛𝑥
𝜕𝜌
𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦
𝜕𝜌
𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧
𝜕𝜌
𝜕𝑧
(3.87)
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑥𝑛
= 𝜕
̃︀𝑒
𝜕𝑛
= 𝜕
̃︀𝑒
𝜕𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝑛
+ 𝜕
̃︀𝑒
𝜕𝑦
𝜕𝑦
𝜕𝑛
+ 𝜕
̃︀𝑒
𝜕𝑧
𝜕𝑧
𝜕𝑛
= 𝑛𝑥
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑧
(3.88)
Dependendo da resoluc¸a˜o da malha cartesiana adotada, mais de um ponto de superf´ıcie
pode estar associado a uma fronteira de volume e, nesse caso, a me´dia entre todos os vetores
normais associados a esses pontos e´ utilizada.
As derivadas na direc¸a˜o normal das fronteiras dos volumes (sobrescrito 𝑏) podem ser
avaliadas de acordo com as seguintes condic¸o˜es de contorno:
0 = 𝑛𝑥
(︃
𝜕̃︀u
𝜕𝑥
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
+ 𝑛𝑦
(︃
𝜕̃︀u
𝜕𝑦
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
+ 𝑛𝑧
(︃
𝜕̃︀u
𝜕𝑧
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
, (3.89)
0 = 𝑛𝑥
(︃
𝜕𝜌
𝜕𝑥
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
+ 𝑛𝑦
(︃
𝜕𝜌
𝜕𝑦
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
+ 𝑛𝑧
(︃
𝜕𝜌
𝜕𝑧
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
, (3.90)
0 = 𝑛𝑥
(︃
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑥
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
+ 𝑛𝑦
(︃
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑦
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
+ 𝑛𝑧
(︃
𝜕̃︀𝑒
𝜕𝑧
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
. (3.91)
Se 𝑛𝑥 > 0, a derivada 𝜕𝜌𝜕𝑥 na regia˜o regular de uma malha cartesiana na fronteira
de volumes de controle pode ser calculada com precisa˜o espacial de quarta ordem por meio
da utilizac¸a˜o da metodologia de diferenc¸as finitas obtidas por ajuste polinomial proposta por
Tanehill et al. (1997):
(︃
𝜕𝜌
𝜕𝑥
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
= 112Δ𝑥
[︁
−25𝜌 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 + 48𝜌𝑖+1,𝑗,𝑘 − 36𝜌𝑖+2,𝑗,𝑘 + 16𝜌𝑖+3,𝑗,𝑘 − 3𝜌𝑖+4,𝑗,𝑘 +𝑂(Δ𝑥)4
]︁
. (3.92)
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Definindo o operador de diferenc¸a como:
𝐷+𝑖 𝜌 =
1
25
(︁
48𝜌𝑖+1,𝑗,𝑘 − 36𝜌𝑖+2,𝑗,𝑘 + 16𝜌𝑖+3,𝑗,𝑘 − 3𝜌𝑖+4,𝑗,𝑘
)︁
, (3.93)
a Eq. 3.92 pode ser escrita como:
(︃
𝜕𝜌
𝜕𝑥
)︃
𝑖,𝑗,𝑘
= 2512Δ𝑥
[︁
−𝜌 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷+𝑖 𝜌+𝑂(Δ𝑥)4
]︁
. (3.94)
Se n = i (𝑛𝑥 = 1, 𝑛𝑦 = 0 e 𝑛𝑧 = 0), a Eq. 3.90 se resume a:
0 =
(︃
𝜕𝜌
𝜕𝑥
)︃𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
, (3.95)
e, introduzindo esse resultado na Eq. 3.94:
𝜌 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷+𝑖 𝜌+𝑂(Δ𝑥)4. (3.96)
Seguindo o mesmo racioc´ınio, se n = j (𝑛𝑥 = 0, 𝑛𝑦 = 1 e 𝑛𝑧 = 0),
𝜌 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷+𝑗 𝜌+𝑂(Δ𝑦)4, (3.97)
e se n = k (𝑛𝑥 = 0, 𝑛𝑦 = 0 e 𝑛𝑧 = 1),
𝜌 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷+𝑘 𝜌+𝑂(Δ𝑧)4. (3.98)
Para um caso geral, em que n = 𝑛𝑥i + 𝑛𝑦j + 𝑛𝑧k, a densidade me´dia e´ calculada na
fronteira de volumes de controle como um valor ponderado:
𝜌 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 =
|𝑛𝑥|𝐷𝑖𝜌+ |𝑛𝑦|𝐷𝑗𝜌+ |𝑛𝑧|𝐷𝑘𝜌
|𝑛𝑥|+ |𝑛𝑦|+ |𝑛𝑧| . (3.99)
Para um procedimento ana´logo, considerando que 𝜕𝜌/𝜕𝑥𝑛 = 𝜕̃︀𝑒/𝜕𝑥𝑛 = 𝜕̃︀u/𝜕𝑥𝑛 = 0, a
energia interna me´dia e a velocidade tangencial sa˜o valores ponderadamente calculados como:
̃︀𝑒 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = |𝑛𝑥|𝐷𝑖̃︀𝑒+ |𝑛𝑦|𝐷𝑗̃︀𝑒+ |𝑛𝑧|𝐷𝑘̃︀𝑒|𝑛𝑥|+ |𝑛𝑦|+ |𝑛𝑧| , (3.100)
e ̃︀u 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = |𝑛𝑥|𝐷𝑖̃︀u+ |𝑛𝑦|𝐷𝑗 ̃︀u+ |𝑛𝑧|𝐷𝑘 ̃︀u|𝑛𝑥|+ |𝑛𝑦|+ |𝑛𝑧| . (3.101)
Nas Equac¸o˜es apresentadas, o operador de diferenc¸a (𝐷𝑖,𝐷𝑗 e𝐷𝑘) pode ser apresentado
como (𝐷+𝑖 , 𝐷+𝑗 e 𝐷+𝑘 ) se os valores 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 e 𝑛𝑧 forem positivos ou como (𝐷−𝑖 , 𝐷−𝑗 e 𝐷−𝑘 ) se os
valores 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 e 𝑛𝑧 forem negativos.
Como a velocidade normal, ̃︀u𝑛, e´ conhecida para cada fronteira de volume de controle,
suas componentes cartesianas tambe´m sa˜o conhecidas e dadas por:
(̃︀u𝑛) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = (︁̃︀𝑢𝑛𝑥i+ ̃︀𝑢𝑛𝑦j+ ̃︀𝑢𝑛𝑧k)︁ 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 , (3.102)
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e como:
̃︀u 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = (̃︀u) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = (̃︀u𝑛) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 + (̃︀u𝑡) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 , (3.103)
as componentes cartesianas da velocidade tangencial, ̃︀u𝑡, sa˜o dadas por:
(̃︀𝑢𝑡𝑥) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = (̃︀𝑢− ̃︀𝑢𝑛𝑥) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 , (︁̃︀𝑢𝑡𝑦)︁ 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = (︁̃︀𝑣 − ̃︀𝑢𝑛𝑦)︁ 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 , (̃︀𝑢𝑡𝑧) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = ( ̃︀𝑤 − ̃︀𝑢𝑛𝑧) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 . (3.104)
Dessa forma, os vetores das varia´veis conservativas para as fronteiras dos volumes de
controle sa˜o dados por:
U𝑏𝑖,𝑗,𝑘 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌
𝜌 (̃︀𝑢𝑡𝑥 + ̃︀𝑢𝑛𝑥)
𝜌
(︁̃︀𝑢𝑡𝑦 + ̃︀𝑢𝑛𝑦)︁
𝜌 (̃︀𝑢𝑡𝑧 + ̃︀𝑢𝑛𝑧)
𝜌
[︂̃︀𝑒+ 12
[︂
(̃︀𝑢𝑡𝑥 + ̃︀𝑢𝑛𝑥)2 + (︁̃︀𝑢𝑡𝑦 + ̃︀𝑢𝑛𝑦)︁2 + (̃︀𝑢𝑡𝑧 + ̃︀𝑢𝑛𝑧)2]︂]︂
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑏
𝑖,𝑗,𝑘
. (3.105)
3.5 Estabilidade Nume´rica
O co´digo nume´rico utilizado neste trabalho e´ baseado na metodologia expl´ıcita para
o ca´lculo das derivadas, isso quer dizer que se utiliza um passo temporal n para o ca´lculo
da derivada em i. A limitac¸a˜o desse me´todo e´ a estabilidade nume´rica para nu´meros de CFL
maiores do que 1. O nu´mero de CFL representa a raza˜o entre a velocidade de propagac¸a˜o f´ısica
e a velocidade de propagac¸a˜o nume´rica, podendo ser calculado por:
𝐶𝐹𝐿 = 𝑎Δ𝑥
Δ𝑡
, (3.106)
em que a representa a velocidade de propagac¸a˜o do som no meio, Δ𝑥 e´ a dista^ncia entre dois
volumes de controle consecutivos em um comprimento caracter´ıstico e Δ𝑡 e´ o passo temporal
utilizado na simulac¸a˜o nume´rica.
4 Validac¸o˜es e resultados
Com forte fundamentac¸a˜o teo´rica, domı´nio da formulac¸a˜o matema´tica e da metodolo-
gia nume´rica, o foco recai sobre o desenvolvimento de co´digos nume´ricos capazes de oferecer
resultados precisos no menor tempo poss´ıvel. Primeiramente, a versa˜o bidimensional do VAT
foi utilizada como base para o desenvolvimento de uma versa˜o unidimensional, o que permite
entender melhor o funcionamento da programac¸a˜o e tambe´m simular casos mais simples. Como
o caso unidimensional e´ apenas uma particularidade da metodologia tridimensional apresentada
ao longo do trabalho, vale citar apenas que a diferenc¸a entre as abordagens de Euler e Navier-
Stokes sera´ a presenc¸a da tensa˜o normal na direc¸a˜o 𝑥 (𝜎𝑥𝑥). Todas as validac¸o˜es e resultados
deste trabalho esta˜o fundamentados na abordagem de Euler.
4.1 Validac¸a˜o - Tubo de choque
A validac¸a˜o de um co´digo nume´rico e´ fundamental para que haja garantia de que
os resultados fornecidos apresentam consiste^ncia f´ısica. Dessa forma, a validac¸a˜o da versa˜o
unidimensinal do VAT se baseou em um experimento com soluc¸a˜o anal´ıtica, o tubo de choque.
Segundo Leo´dido et al. (2004), o tubo de choque e´ um dispositivo composto basicamente por
duas ca^maras separadas por uma membrana, conforme ilustrado na Figura 29.
Primeiramente, destaca-se que, segundo Yunus & Cimbala (2007), as ondas de choque
normal sa˜o aquelas que ocorrem em um plano normal a` direc¸a˜o do escoamento e esse processo
e´ altamente irrevers´ıvel. Ale´m disso, o leque de expansa˜o representa uma regia˜o de expansa˜o
cont´ınua composta por um nu´mero infinito de ondas de Mach tambe´m conhecidas por ondas
de expansa˜o de Prandtl-Meyer.
Figura 29 – Tubo de choque.
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A primeira ca^mara, tambe´m chamada de tubo indutor, e´ preenchida com ga´s a pressa˜o
elevada, enquanto que a segunda ca^mara, tubo induzido, e´ preenchida com ga´s a baixa pressa˜o.
Ale´m das distintas presso˜es, tambe´m e´ poss´ıvel diferenciar as temperaturas dos gases e ate´
mesmo os gases contidos em cada ca^mara. A membrana e´ responsa´vel por manter a diferenc¸a
de pressa˜o inicial entre as ca^maras, mas seu rompimento forma uma onda de choque normal que
se desloca dentro do tubo induzido e tambe´m um leque de expansa˜o que de desloca dentro do
tubo indutor, conforme representado na Figura 30. A propagac¸a˜o dessas ondas gera variac¸o˜es
de pressa˜o, temperatura e densidade em func¸a˜o da diferenc¸a inicial de pressa˜o entre as duas
ca^maras e das propriedades do ga´s utilizado. Importante ressaltar que, de acordo com Liepmann
& Roshko (1957), ao se desprezar os termos de difusividade, havera´ sempre uma superf´ıcie de
contato que funciona como uma frente de pista˜o e que se movimenta em direc¸a˜o a` ca^mara de
baixa pressa˜o.
Figura 30 – Onda de choque e leque de expansa˜o em tubo (Noronha & Morais, 2010) - Modificado.
Para a validac¸a˜o proposta, o comprimento do tubo e´ infinito, o que evita feno^menos
de reflexa˜o de onda. Com isso, a configurac¸a˜o usual em que o tubo de alta pressa˜o apresenta
menor comprimento quando comparado com o tubo de baixa pressa˜o na˜o se confirma.
De acordo com Noronha & Morais (2010), quatro regio˜es principais se formam dentro
do tubo apo´s a remoc¸a˜o do diafragma e e´ poss´ıvel avaliar as condic¸o˜es de temperatura, pressa˜o
e densidade a partir dessa setorizac¸a˜o:
∙ Regia˜o 1: a jusante da onda de choque normal. Nessa regia˜o, as condic¸o˜es iniciais ainda
na˜o foram afetaras pela onda de choque;
∙ Regia˜o 2: a montante da onda de choque normal. As condic¸o˜es iniciais ja´ foram afetadas
pela onda de choque;
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∙ Regia˜o 3: a montante da onda de expansa˜o. As condic¸o˜es iniciais ja´ foram afetadas pela
onda de expansa˜o;
∙ Regia˜o 4: a jusante da onda de expansa˜o. Nessa regia˜o, as condic¸o˜es iniciais ainda na˜o
foram afetadas pela onda de expansa˜o.
Todas essas quatro regio˜es e os perfis de temperatura e pressa˜o logo apo´s a ruptura da
membrana podem ser melhor entendidos ao se analisar a Figura 31.
Figura 31 – Perfis de temperatura e pressa˜o apo´s o rompimento da membrana em tubo de
choque (Liepmann & Roshko, 1957) - Modificado.
Vale destacar que, na Figura 31, 𝑐𝑠, 𝑢2 e 𝑎4 indicam as velocidades de propagac¸a˜o da
onda de choque, superf´ıcie de contato e leque de expansa˜o, respectivamente.
Analisando fisicamente o problema, a superf´ıcie de contato deve separar gases com
temperaturas e densidades distintas, mas as presso˜es e velocidades devem ser iguais, como
apresentado a diante:
𝑝2 = 𝑝3 , 𝑢2 = 𝑢3. (4.1)
Segundo Liepmann & Roshko (1957), essas duas condic¸o˜es sa˜o suficientes para se de-
terminar a intensidade da onda de choque, 𝑝2/𝑝1, e a intensidade do leque de expansa˜o, 𝑝3/𝑝4,
em func¸a˜o de valores tabelados de 𝑝4/𝑝1.
Inicialmente, as equac¸o˜es a seguir devem ser consideradas para o ca´lculo das velocidades
𝑢2 e 𝑢3:
𝑢2 = 𝑎1
(︃
𝑝2
𝑝1
− 1
)︃⎯⎸⎸⎷ 2𝛾1
(𝛾1 + 1) 𝑝2𝑝1 + (𝛾1 − 1)
, (4.2)
𝑢3 =
2𝑎4
𝛾4 − 1
[︃
1− 𝑝3
𝑝4
𝛾4−1
2𝛾4
]︃
. (4.3)
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Importante identificar que 𝑎1 e 𝑎4 indicam a velocidade do som para as condic¸o˜es iniciais
das regio˜es 1 e 4, respectivamente. O mesmo ocorre para os outros para^metros envolvidos.
Considerando a aplicac¸a˜o das relac¸o˜es 4.1 em 4.2 e 4.3, a expressa˜o matema´tica resultante e´:
𝑝4
𝑝1
= 𝑝2
𝑝1
⎡⎢⎣1− (𝛾4 − 1)
(︁
𝑎1
𝑎4
)︁ (︁
𝑝2
𝑝1
− 1
)︁
√
2𝛾1
√︁
2𝛾1 + (𝛾1 + 1)
(︁
𝑝2
𝑝1
− 1
)︁
⎤⎥⎦
−2𝛾4
𝛾4−1
. (4.4)
Com isso, a intensidade da onda de choque e´ uma varia´vel impl´ıcita que depende da
raza˜o 𝑝4/𝑝1. Ja´ a intensidade do leque de expansa˜o sera´ determinada por:
𝑝3
𝑝4
= 𝑝3
𝑝1
𝑝1
𝑝4
=
𝑝2
𝑝1
𝑝4
𝑝1
. (4.5)
Uma vez determinada a intensidade do choque, todas as outras quantidades do es-
coamento sa˜o facilmente determinadas por meio das relac¸o˜es de choque normal. As tabelas
referentes a`s propriedades de choque normal esta˜o dispostas no ANEXO A.
Conforme informado anteriormente, a densidade e a temperatura na˜o sera˜o necessaria-
mente iguais entre as regio˜es 2 e 3. Dessa forma, a temperatura 𝑇3 e´ dada pela seguinte relac¸a˜o
isentro´pica:
𝑇3
𝑇4
=
(︃
𝑝3
𝑝4
)︃ (𝛾4−1)
𝛾4
=
⎛⎝ 𝑝2𝑝1
𝑝4
𝑝1
⎞⎠
(𝛾4−1)
𝛾4
. (4.6)
Enquanto isso, a temperatura 𝑇2 e´ dada pela relac¸a˜o de Rankine-Hugoniot:
𝑇2
𝑇1
=
1 + 𝛾1−1
𝛾1+1
𝑝2
𝑝1
1 + 𝛾1−1
𝛾1+1
𝑝1
𝑝2
(4.7)
Evitando a soluc¸a˜o de um problema com varia´vel impl´ıcita, a validac¸a˜o proposta seguira´
um caminho distinto do apresentado por Liepmann & Roshko (1957). Para tal, inicia-se com
o ajuste da Equac¸a˜o 4.4 para a simulac¸a˜o realizada, tal ajuste consiste em adotar a raza˜o
de calores espec´ıficos e velocidade do som no meio como para^metros constantes em ambas as
ca^maras inicialmente pressurizadas de maneira distinta. Assim sendo:
𝛾 = 𝛾1 = 𝛾4 , 𝑎 = 𝑎1 = 𝑎4. (4.8)
Aplicando as considerac¸o˜es dispostas em 4.8, a Equac¸a˜o 4.4 se resume a:
𝑝4
𝑝1
= 𝑝2
𝑝1
⎡⎢⎣1− (𝛾 − 1)
(︁
𝑝2
𝑝1
− 1
)︁
√
2𝛾
√︁
2𝛾 + (𝛾 + 1)
(︁
𝑝2
𝑝1
− 1
)︁
⎤⎥⎦
−2𝛾
𝛾−1
. (4.9)
Com a raza˜o 𝑃2/𝑃1 igual a 1, 458, a Equac¸a˜o 4.9 fornece que 𝑃4/𝑃1 e´ igual a 2, 17 para
o ar. Adotando essa raza˜o de presso˜es e temperatura inicial constante ao longo do tubo, os
resultados da simulac¸a˜o realizada esta˜o apresentados em seguida.
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Figura 32 – Relac¸a˜o simulada de temperatura para o tubo de choque.
Figura 33 – Relac¸a˜o simulada de pressa˜o para o tubo de choque.
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Figura 34 – Relac¸a˜o simulada de velocidade para o tubo de choque.
Figura 35 – Relac¸a˜o simulada de Mach para o tubo de choque.
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Importante notar que a validac¸a˜o proposta para a versa˜o unidimensional do VAT en-
volve para^metros com cara´ter termodina^mico e cinema´tico. Uma informac¸a˜o relevante diz res-
peito a` comparac¸a˜o entre o sistema de referencial adotado nas tabelas de choque normal e
o adotado para a simulac¸a˜o nume´rica realizada. Para o choque normal, a refere^ncia esta´ na
onda de choque, enquanto que o referencial adotado na simulac¸a˜o esta´ no tubo. Com isso, a
temperatura e a pressa˜o esta´tica, por serem para^metros termodina^micos e na˜o dependerem do
referencial considerado, permitem a comparac¸a˜o direta com os valores apresentados no ANEXO
A. Em contrapartida, a velocidade e o nu´mero de Mach esta˜o intimamente relacionados com o
referencial e carecem de maior ana´lise para validac¸a˜o.
Vale destacar que as Figuras 32 a 35 apresentam valores parametrizados em func¸a˜o de
quantidades de refere^ncia, isso ocorre em func¸a˜o da adimensionalizac¸a˜o proposta. Os patamares
apresentados nessas ilustrac¸o˜es esta˜o tabelados adiante:
PARA^METROS VALORES SIMULADOS
𝑃1 0, 7142
𝑃2 1, 0412
𝑇1 1, 0000
𝑇2 1, 1152
𝑀 0, 2928
𝑀2 0, 2620
𝑢2 0, 2766
𝑢3 0, 2766
De posse desses patamares simulados, e´ poss´ıvel comparar os valores com os resultados
apresentados na teoria. Ressalta-se apenas que o valor de refere^ncia para a velocidade 𝑢2 foi
obtido por meio da Equac¸a˜o 4.2.
PARA^METROS VALORES DE REFERE^NCIA VALORES SIMULADOS
𝑃2/𝑃1 1,458 1,4578
𝑇2/𝑇1 1,115 1,1152
𝑢2 96,249 m/s 96,0324 m/s
Para a validac¸a˜o de𝑀2, nu´mero de mach obtido apo´s a onda de choque, basta conside-
rar a raza˜o entre a velocidade 𝑢2 e a velocidade do som no meio com a nova temperatura devido
a` onda de choque, o que resulta em aproximadamente 0, 26, valor coerente com o simulado.
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Analisar criticamente o resultado obtido numericamente tambe´m e´ uma forma de va-
lidac¸a˜o do co´digo. Sabe-se que a velocidade de propagac¸a˜o da onda de choque (𝑐𝑠) e´ superior a`
velocidade de propagac¸a˜o do leque de expansa˜o (𝑎4), feno^meno que pode ser facilmente obser-
vado na Figura 36 ao considerar que, inicialmente, a membrana entre as ca^maras com presso˜es
distintas estava localizada na origem do eixo das abscissas. Analises semelhantes podem ser
feitas para os outros para^metros simulados.
Figura 36 – Relac¸a˜o simulada de velocidade para o tubo de choque.
Cabe ainda uma discussa˜o a respeito da oscilac¸a˜o nume´rica presente principalmente
nas interfaces envolvendo a onda de choque e o leque de expansa˜o. Tal ocorre^ncia e´ usual
em co´digos nume´ricos e exemplifica na pra´tica a importa^ncia de se ajustar os para^metros de
dissipac¸a˜o artificial. Nas Figuras 37 e 38, e´ poss´ıvel observar com maior detalhe a ocorre^ncia
de oscilac¸a˜o nume´rica nos resultados obtidos.
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Figura 37 – Oscilac¸a˜o nume´rica na interface da onda de choque para a velocidade.
Figura 38 – Oscilac¸a˜o nume´rica na interface do leque de expansa˜o para a velocidade.
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Nota-se claramente que a oscilac¸a˜o nume´rica na interface da onda de choque e´ mais
intensa quando comparada com o leque de expansa˜o para os para^metros de dissipac¸a˜o artificial
utilizados. Isso ocorre principalmente em func¸a˜o da natureza altamente irrevers´ıvel das ondas
de choque e tambe´m da descontinuidade gerada no meio. As oscilac¸o˜es nume´ricas tendem a ser
maiores no campo de velocidade devido ao termo advectivo da equac¸a˜o governante. Importante
evidenciar que, quanto maior o gradiente de uma propriedade, maior sera´ a oscilac¸a˜o nume´rica
presente na soluc¸a˜o.
Diante do fato de que os quatro para^metros utilizados na validac¸a˜o apresentaram boa
concorda^ncia com os valores de refere^ncia, declara-se validada a versa˜o unidimensional do VAT.
4.2 Pista˜o unidimensional
A bibliografia cla´ssica de aeroacu´stica tem muito bem arraigado o conceito de linea-
ridade das soluc¸o˜es para a grande maioria das perturbac¸o˜es impostas a um sistema qualquer.
Em contraposic¸a˜o a esse conceito, a dispersa˜o de freque^ncia, ou acu´stica, representa a resposta
em diversas freque^ncias para uma pertubac¸a˜o em uma u´nica freque^ncia.
O pista˜o unidimensional idealizado para as simulac¸o˜es nume´ricas realizadas pode ser
melhor entendido atrave´s da Figura 39. Os principais para^metros influentes na simulac¸a˜o sa˜o
a amplitude do movimento e a freque^ncia do mesmo.
Figura 39 – Esquema do pista˜o unidimensional simulado.
Atrave´s do co´digo nume´rico, o deslocamento do pista˜o unidimensional foi determinado
atrave´s da func¸a˜o seno. A velocidade associada ao movimento do pista˜o pode ser obtida por
meio da derivada temporal da func¸a˜o de deslocamento imposta ao caso. As Equac¸o˜es 4.10 e 4.11
indicam as func¸o˜es dimensionais para o deslocamento e velocidade, respectivamente. Ressalta-se
que 𝐴 indica a amplitude do movimento e 𝑤, a velocidade angular.
𝑥(𝑡) = 𝐴 𝑠𝑒𝑛(𝑤𝑡) (4.10)
𝑢(𝑡) = 𝐴𝑤 𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑡) (4.11)
Para o co´digo nume´rico, tanto o deslocamento quanto a velocidade devem ser expressos
de forma adimensional, o que justifica a utilizac¸a˜o de uma velocidade de refere^ncia e tambe´m
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de um comprimento caracter´ıstico para o problema. Para o estudo proposto, a velocidade de
refere^ncia e´ a velocidade de propagac¸a˜o do som no ar a` 300𝐾 e assume o valor aproximado de
347, 1887𝑚/𝑠. Com 200 comprimentos caracter´ısticos para cada lado do pista˜o unidimensional,
a regia˜o regular total e´ de 80𝑚 ao impor o comprimento caracter´ıstico equivalente a 0, 2𝑚.
4.2.1 Validac¸a˜o - Decaimento teo´rico
Segundo Mofrey & Fisher (1970), a propagac¸a˜o de ondas de choque fracas sofre decai-
mento proporcional a` raza˜o 1/x. Com o objetivo de se realizar mais uma validac¸a˜o do co´digo
unidimensional desenvolvido, o decaimento resultante da simulac¸a˜o de um pista˜o unidimensi-
onal com amplitude de deslocamento igual a 0, 001𝑚 e freque^ncia de 2000𝐻𝑧 foi comparado
com a func¸a˜o 𝑓(𝑥) = 0,355
𝑥
+0, 0042, em vermelho na ilustrac¸a˜o a seguir, e o resultado pode ser
observado na Figura 40.
Figura 40 – Validac¸a˜o para o decaimento ao longo da propagac¸a˜o de ondas de choque.
Como ressaltado anteriormente, o fato de que a teoria e´ va´lida apenas para choques
fracos justifica o pequeno desajuste da curva teo´rica com os resultados experimentais para os
primeiros choques, como ilustrado na Figura 40.
4.2.2 Resultados - Freque^ncia constante
Apo´s diversas simulac¸o˜es, a metodologia escolhida para a apresentac¸a˜o dos resultados
a seguir traz a variac¸a˜o da amplitude de deslocamento do pista˜o para uma freque^ncia fixa de
2.000𝐻𝑧.
4.2.2.1 Caso 1
O primeiro caso simulado impo˜e amplitude de 0, 00001𝑚 para a freque^ncia de 2.000𝐻𝑧.
Inicialmente, e´ va´lido informar que todos os gra´ficos apresentados a seguir que relacionam
pressa˜o relativa e espac¸o esta˜o na forma adimensional por uma pressa˜o de refere^ncia e pelo
comprimento caracter´ıstico do problema. A Figura 41 indica resposta linear para a perturbac¸a˜o
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exercida ao sistema pelo pista˜o unidimensional e o desn´ıvel pode ser explicado pelo fato de que
o lado de pressa˜o da pa´ varia a cada meia oscilac¸a˜o, comec¸ando da esquerda para a direita.
Na Figura 42, e´ poss´ıvel observar que a linearidade da soluc¸a˜o persiste ate´ o limite regular da
simulac¸a˜o. Ale´m disso, a condic¸a˜o mı´nima de 20 volumes de controle por comprimento de onda
tambe´m pode ser observada para o caso proposto.
Interessante notar que a resposta linear ilustrada na Figura 41 na˜o sofre decaimento
ao longo da regia˜o regular, fato que pode ser justificado devido a ause^ncia de irreversibilidades.
Figura 41 – Foco na linearidade da soluc¸a˜o do Caso 1.
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Figura 42 – Persiste^ncia da linearidade ate´ o limite regular.
Para o completo entendimento dos casos simulados, destaca-se que a ana´lise do tipo SPL
(𝑆𝑜𝑢𝑛𝑑 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙) diz respeito a` intensidade sonora, em decibe´is, associada a`s condic¸o˜es
simuladas. Enquanto isso, a flutuac¸a˜o RMS (𝑅𝑜𝑜𝑡 𝑀𝑒𝑎𝑛 𝑆𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒), em pascal, representa a va-
riac¸a˜o me´dia de pressa˜o em relac¸a˜o a` pressa˜o de refere^ncia (Iazzetta, 2007). Todas as ana´lises
SPL e RMS apresentadas adiante foram realizadas para uma sonda posicionada a 200 compri-
mentos caracter´ısticos do pista˜o unidimensional, o que equivale a 40𝑚.
Analisando as Figuras 43 e 44, e´ poss´ıvel notar a predomina^ncia tonal da soluc¸a˜o
do Caso 1 em detrimento do ru´ıdo de banda larga. Isso implica que a propagac¸a˜o ocorre em
mu´ltiplos da freque^ncia de excitac¸a˜o, ou seja, na˜o ha´ espalhamento de freque^ncia ou dispersa˜o
acu´stica. Para a resposta linear, pode-se afirmar que a velocidade de propagac¸a˜o do som no
meio e´ aproximadamente constante e tambe´m que o espectro de freque^ncia e´ dominado pela
freque^ncia de excitac¸a˜o e seus harmo^nicos.
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Figura 43 – SPL para o Caso 1.
Figura 44 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 1.
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4.2.2.2 Caso 2
O segundo caso simulado impo˜e amplitude de 0, 0001𝑚 para a freque^ncia de 2.000𝐻𝑧.
A Figura 45 indica o in´ıcio da transic¸a˜o entre a resposta linear e a na˜o linear para a perturbac¸a˜o
exercida ao sistema pelo pista˜o unidimensional, tal transic¸a˜o pode ser melhor observada na
Figura 46. Vale destacar que, diferentemente do que foi apresentado para o Caso 1, o Caso 2
apresenta certo decaimento ao longo da regia˜o regular, o que pode ser facilmente entendido ao
se considerar as irreversibilidades ligadas a`s ondas de choque presentes nas regio˜es na˜o lineares.
O entendimento do feno^meno detalhado na Figura 46 e´ de fundamental importa^ncia
para os resultados apresentados pela simulac¸a˜o. Ao se perturbar o sistema com as condic¸o˜es
inicialmente impostas, a velocidade de propagac¸a˜o do som no meio varia devido a alterac¸o˜es no
campo de pressa˜o e temperatura, ou seja, a velocidade de propagac¸a˜o do som varia localmente,
garantindo o desenvolvimento de ondas de choque. De forma resumida, a ocorre^ncia de ondas
de choque esta´ associada ao fato de que a parte superior da onda tem velocidade maior do
que a parte inferior, feno^meno responsa´vel pelo achatamento parcial do perfil das ondas de
propagac¸a˜o ate´ que o choque seja evidenciado.
Figura 45 – Transic¸a˜o entre a linearidade e a na˜o linearidade para o Caso 2.
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Figura 46 – Formac¸a˜o de ondas de choque na regia˜o na˜o linear para o Caso 2.
Analisando as Figuras de 47 a 50, e´ poss´ıvel notar o crescimento da na˜o linearidade
associada ao caso simulado. A Figura 49 revela ru´ıdo tonal para freque^ncias mais baixas, en-
quanto que a Figura 50 deixa claro o in´ıcio da dispersa˜o de freque^ncia ocorrendo em freque^ncias
mais elevadas. Deve-se destacar que a na˜o linearidade representa a realidade f´ısica das equac¸o˜es
governantes associadas ao problema. A medida que a amplitude de oscilac¸a˜o do pista˜o unidimen-
sional e´ elevada, o espectro tende a ser cada vez menos dominado pela freque^ncia de excitac¸a˜o
e seus harmo^nicos, ale´m disso, a velocidade de propagac¸a˜o do som no meio ja´ na˜o pode mais
ser considerada constante.
Resta dizer ainda que o co´digo nume´rico desenvolvido funcionou de forma altamente
esta´vel para a regia˜o linear, na˜o linear e tambe´m para a regia˜o de transic¸a˜o, o que aumenta a
confiabilidade dos resultados apresentados.
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Figura 47 – SPL para o Caso 2.
Figura 48 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 2.
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Figura 49 – Ru´ıdo tonal gerado em parte do espectro de freque^ncia.
Figura 50 – Ru´ıdo banda larga gerado em parte do espectro de freque^ncia.
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4.2.2.3 Caso 3
O terceiro caso simulado impo˜e amplitude de 0, 001𝑚 para a freque^ncia de 2.000𝐻𝑧. A
Figura 51 indica que a regia˜o linear para o Caso 3 e´ muito menor do que a apresentada no Caso
2. Interessante notar que, com o aumento da amplitude do movimento vibrato´rio, o desn´ıvel
de pressa˜o entre os lados de pressa˜o da pa´ se torna menos acentuado devido ao aumento da
velocidade do pista˜o. Com o objetivo de evidenciar a regia˜o linear e a na˜o linear, as Figuras
52 e 53 revelam as respostas perfeitamente senoidal e do tipo dente de serra, respectivamente.
Na Figura 52, e´ poss´ıvel identificar com mais clareza a inversa˜o das ondas por conta do lado
de pressa˜o alternante do pista˜o. Com a Figura 53, e´ poss´ıvel ainda ver com mais clareza o erro
nume´rico associado a`s ondas de choque, tal erro na˜o pode ser responsabilizado pela gerac¸a˜o de
ru´ıdo do tipo banda larga, uma vez que esta´ igualmente presente em todas as frentes de onda
de choque. Ao se comparar as Figuras 56 e 50, e´ va´lido afirmar que o ru´ıdo de banda larga se
intensificou com o aumento da amplitude do movimento do pista˜o unidimensional.
Figura 51 – Transic¸a˜o entre a linearidade e a na˜o linearidade para o Caso 3.
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Figura 52 – Regia˜o perfeitamente linear.
Figura 53 – Regia˜o perfeitamente na˜o linear.
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Figura 54 – SPL para o Caso 3.
Figura 55 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 3.
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Figura 56 – Ru´ıdo de banda larga gerado em parte do espectro de freque^ncia.
4.2.2.4 Caso 4
O quarto caso simulado impo˜e amplitude de 0, 01𝑚 para a freque^ncia de 2.000𝐻𝑧.
A Figura 57 evidencia a completa na˜o linearidade da soluc¸a˜o para as condic¸o˜es simuladas. A
caracterizac¸a˜o das ondas do tipo dente de serra como sendo ondas de choque fica inega´vel com a
analise da baixa densidade de volumes de controle para a elevada variac¸a˜o de pressa˜o, conforme
indicado na Figura 58. Apesar das Figuras 60 e 61 mostrarem reduc¸a˜o na influe^ncia tonal e
aumento da dispersa˜o de freque^ncia por meio de ru´ıdos de banda larga, a soluc¸a˜o para o caso
simulado ainda e´ predominantemente tonal.
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Figura 57 – Na˜o linearidade ao longo de toda a regia˜o regular.
Figura 58 – Disposic¸a˜o dos volumes de controle e caracterizac¸a˜o das ondas de choque.
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Figura 59 – SPL para o Caso 4.
Figura 60 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 4.
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Figura 61 – Ru´ıdo de banda larga gerado em parte do espectro de freque^ncia.
4.2.3 Resultados - Ana´lises em diversas freque^ncias
Os resultados apresentados adiante levam em considerac¸a˜o a resposta do sistema para
baixa amplitude e freque^ncias diversas.
4.2.4 Caso 1
O primeiro caso simulado dessa se´rie de resultados impo˜e amplitude de 0, 001𝑚 para a
freque^ncia de 10.000𝐻𝑧. A Figura 62 evidencia que, com o aumento da freque^ncia, o processo
de superposic¸a˜o de ondas comec¸a a acontecer. As primeiras frentes de onda afetam os campos
de temperatura e pressa˜o do sistema e as novas frentes de onda ja´ se propagara˜o de forma
distinta, feno^meno que na˜o ocorre em baixas freque^ncias.
A superposic¸a˜o, conforme ilustrado na Figura 62, pode ser considerada como o in´ıcio da
dispersa˜o de freque^ncia ao longo do espectro, mas a resposta quanto a` gerac¸a˜o de ru´ıdo ainda e´
predominantemente tonal, como se pode notar pelas Figuras 63 e 64. Apesar da predomina^ncia
tonal, ja´ e´ poss´ıvel perceber ind´ıcios de banda larga na Figura 65.
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Figura 62 – Superposic¸a˜o de ondas no Caso 1.
Figura 63 – SPL para o Caso 1.
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Figura 64 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 1.
Figura 65 – Predomina^ncia tonal na soluc¸a˜o do Caso 1.
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4.2.5 Caso 2
O segundo caso simulado dessa se´rie de resultados impo˜e amplitude de 0, 0001𝑚 para
a freque^ncia de 50.000𝐻𝑧. Apesar de que as condic¸o˜es simuladas na˜o foram suficientes para
contaminar todo o espectro de freque^ncia com a banda larga, conforme ilustrado pelas Figuras
67 e 68, grande parte do mesmo apresenta elevada dispersa˜o de freque^ncia, como apresentado
na Figura 69.
Figura 66 – Resposta em pressa˜o para o Caso 2.
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Figura 67 – SPL para o Caso 2.
Figura 68 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 2.
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Figura 69 – Contaminac¸a˜o de parte do espectro de freque^ncia pela banda larga.
4.2.6 Caso 3
O terceiro caso simulado dessa se´rie de resultados impo˜e amplitude de 0, 0001𝑚 para
a freque^ncia de 500.000𝐻𝑧. A Figura 70 evidencia uma resposta completamente na˜o linear, o
que pode ser confirmado pelo fato de que a Figura 71 indica a total predomina^ncia do ru´ıdo de
banda larga. Ja´ nas Figuras 72 e 73, e´ poss´ıvel notar que todo o espectro foi contaminado com
a dispersa˜o de freque^ncia.
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Figura 70 – Resposta em pressa˜o para o Caso 3.
Figura 71 – SPL para o Caso 3.
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Figura 72 – Flutuac¸a˜o de pressa˜o RMS para o Caso 3.
Figura 73 – Contaminac¸a˜o de todo o espectro de freque^ncia pela banda larga.
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Por fim, a Figura 74 serve para mostrar que, para as pequenas perturbac¸o˜es impostas
ao longo de todo o trabalho, o campo de pressa˜o esta´ acoplado ao campo de velocidade.
Figura 74 – Acoplamento dos campos de pressa˜o e velocidade para pequenas perturbac¸o˜es.
5 Concluso˜es e trabalhos futuros
5.1 Concluso˜es
Primeiramente, a validac¸a˜o do co´digo nume´rico foi realizada para o caso de onda de
choque e leque de expansa˜o por meio do tubo de choque. A segunda validac¸a˜o consistiu em
comparar o decaimento de ondas de choque com o resultado teo´rico. O terceiro passo consistiu
em realizar a validac¸a˜o para uma pequena perturbac¸a˜o gerando uma resposta linear, soluc¸a˜o
em que o espectro de freque^ncia e´ dominado pela freque^ncia de excitac¸a˜o. Diante da completa
validac¸a˜o, foi poss´ıvel avaliar separadamente o comportamento do sistema para o aumento da
amplitude de oscilac¸a˜o do pista˜o unidimensional e tambe´m da freque^ncia de excitac¸a˜o. Com
o aumento da amplitude, observou-se o desenvolvimento da resposta na˜o linear, evidenciando
que a velocidade de propagac¸a˜o do som no meio na˜o e´ uma constante. Para o aumento da
freque^ncia, a predomina^ncia tonal deu lugar ao ru´ıdo de banda larga e soluc¸o˜es totalmente na˜o
lineares foram obtidas. Tanto para a formac¸a˜o de ondas de choque quanto para a dispersa˜o de
freque^ncia ao longo de todo o espectro, o caminho do caos foi observado.
Pelos resultados obtidos a partir de simulac¸o˜es nume´ricas, fica muito claro que a na˜o
linearidade das equac¸o˜es e´ para^metro essencial na dispersa˜o de freque^ncia ao longo de todo
o espectro, independente da viscosidade e tambe´m da dimensa˜o do problema avaliado. A re-
leva^ncia do ru´ıdo de banda larga se mostrou crescente diante de amplitudes de oscilac¸a˜o cada
vez maiores e predominante para os casos de elevada freque^ncia. Com isso, a soluc¸a˜o linear
comumente adotada por diversas fontes bibliogra´ficas como sendo a regra geral na˜o se confir-
mou. A linearidade so´ foi obtida para condic¸o˜es muito restritas de amplitude, o que fortalece o
conceito de dispersa˜o acu´stica mesmo para casos unidimensionais. Diante disso, e´ poss´ıvel afir-
mar que, para geometria tridimensionais complexas, como e´ o caso de turbofans aerona´uticos,
a dispersa˜o de freque^ncia e´ um feno^meno real.
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5.2 Trabalhos futuros
Com o foco na complementaridade do trabalho e tambe´m no enriquecimento do n´ıvel
de detalhes, proposic¸o˜es de trabalhos futuros consistem na avaliac¸a˜o bidimensional e tridimen-
sional da dispersa˜o acu´stica. O estudo bidimensional poderia ser realizado com uma geometria
cil´ındrica pulsando em amplitudes e freque^ncias diversas. Analogamente, o caso tridimensional
poderia ser realizado com a geometria de uma esfera pulsante em amplitudes e freque^ncias
diversas. E´ importante considerar os resultados unidimensionais para se prosseguir com o es-
tudo da dispersa˜o acu´stica, ja´ que a mesma ocorre sem que haja qualquer rotacionalidade, mas
apenas devido a` natureza na˜o linear das equac¸o˜es governantes.
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ANEXO A – Primeiro Anexo
Propriedades do choque normal (Anderson, 2003) - Parte 1 - Modificado.
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Propriedades do choque normal (Anderson, 2003) - Parte 2 - Modificado.
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Propriedades do choque normal (Anderson, 2003) - Parte 3 - Modificado.
ANEXO A. Primeiro Anexo 84
Propriedades do choque normal (Anderson, 2003) - Parte 4 - Modificado.
